
2. fber die ~&?*<~«M~MM~ des Lichtes in
dispergierenden jtfe~e~;

von JD. Hf~~OM~M.

In der folgenden Arbeit nehme ich das Problem auf, das

Hr. Sommerfeld in der vorstehenden Abhandlung gestellt hat.
Die Ausbreitung eines einseitig abgebrochenen Signales, um
die es sich handelt, führt auf das Integral

1
;-i(t~)/'(~)=-j~

das in der komplexen n-Ebene von +co bis –ce über den

Weg u zu erstrecken ist (vgl. vorstehende Abhandlung § 2,

Fig. 2 und GL (9)). v = 27T/T ist die Frequenz, T die Schwin-
gungsdauer des Signais, A hat den Wert

{2) A==-~

wo c die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum, jM den komplexen
Brechungsindexfür die Frequenz n bedeutet (vgl. 1. c. Formel (13):

) 2 1-i-
a2asi

n Q n~'(2') ~=\+~-2~
Das Integral (1) stellt das Signal zur Zeit < in der Tiefe x

des Mediums vom Brechungsindex dar. Wir bezeichnen den
Exponenten von e mit w:

,(3) M = – !'(M< – A;r) = – C,

(4) v = -!M(0-~),
(4a) 0=-
Ein mit Lichtgeschwindigkeit e fortschreitendes Signal würde
in der Tiefe x zur Zeit t = .c/c ankommen, d. h. für 0~1.
In der vorstehenden Arbeit hat Hr. Sommerfeld gezeigt, da8

ein Signal sich keinesfalls mit Ûberlichtgesehwindigkeit aus.



breitet, d. h. daB f (t, x) für 0 < 1 verschwindet. Es sei
auBerdem

(4b) e-l=b,
(4c) ~=t.

Ich will nun die Gestalt des Signais untersuchen und
zeigen, daB man eine exakte Definition des Begriffes der
Signalgeschwindigkeit geben kann und daB dieselbe mit der
Gruppengeschwindigkeitidentisch ist auBer für Signale, deren
WetleDiânge dem Gebiete der anomalenDispersion des Mediums.
benachbart ist.

seien in der komplexen n-Ebene die beiden Eo-
ordinaten

M = ~+

-1, IT seien der reelle und imaginâre Teil der Funktion v:

<; = + y.

Für die Diskussion des Intégrais ist es am einfachsten,.
den Integrationsweg so zu deformieren, daB X im allgemeinen
groBe negative Werte annimmt; dann verschwindet das Integral
und man hat die Rechnung nur für die Teile des Integrations-
weges durchzuführen, für die Z dem absoluten Betrage nach
nicht sehr groB ist.

Bekanntlich hat Yermoge der Gleichungen

A~ – a y ax a y6~6?/" 0~" 6~
die Funktion JT nirgends ein Maximum oder Minimum von
endlichem Betrage; es konnen nur Sattelpunkte auftreten~
wenn namiich

~X exS~ ë~
In einem solchen Punkt hat auch die Funktion Y einen

Sattelpunkt; er ist bestimmt durch die Gleichung

(5) ~=0.
a!m

Im folgenden werde ich die komplexe Ebene aïs topo-
graphische Earte und X aïs Erhebung betrachten und von



Niveaulinien und Fallinien (Linien starksten Abfalls) von X

sprechen. Die Fallinien für X sind Niveaulinien für Y. Sie

konnen nur von den Punkten ausgehen, wo -I unendlich ist,
da ja keine endlichen Maxima und Minima auftreten. Der
Ûbergang von einem Tal in ein anderes erfolgt am einfachsten
über den Sattelpunkt. Die Integration in der Nahe der
Sattelpunkte wird uns besonders interessieren.1) Es wird sich

zeigen, daB die für uns in Betracht kommenden Sattelpunkte

immer in der Nahe der reellen Achse liegen.

Nach (5) lautet die Bedingung fur den Sattelpunkt mit
Rücksicht auf (3):

? ~––0.
Wenn M

reell ist, d. h. wirklich eine Frequenz darstellt,

so ist die Gruppengeschwindigkeit dieser Frequenz (vgl. vor-
stehendeAbhandlung § 1) gleich ~M/~A. Folglich liegt zur Zeit t
der Sattelpunkt an der Stelle derjenigen Frequenz n, deren
Gruppengeschwindigkeitgleich xl t ist. Bel der Ausführung der
Integration darf man sich nun auf die Nachbarschaft des

Sattelpunktes, d. h. auf die Nahe dieser Frequenz beschranken.
Daraufhin kônnen wir bereits angenahert sagen, daB jede

elementare Schwingungsbewegung des Signais sich mit ihrer
Gruppengeschwindigkeitausbreitet, wenigstens solange wir im

Gebiete normaler Dispersion bleiben.
~r~cA~. In § 2 soll die komplexe n-Ebene antersucht

werden, insbesondere die 'Nabe der Punkte, wo X Null oder

unendlich wird. § 3 gibt die Lage der verschiedenen Sattel-

punkte, ihre Verschiebung in Abbângigkeit von der Zeit und

einiges über die GroBenordnung der in .die Formeln eintre-

tenden GroBen. In § 4 wird der mit der Zeit wechselnde

Verlauf des Integrationsweges verzeichnet. Hieraus ergeben

sieh bereits einige allgemeine Angaben über die Signal-

geschwindigkeit. § 5 enthalt die Integration in der Nahe der
Sattelpunkte, d. h. die Berechnung der Vorlâufer. Diese Er-
gebnisse erlauben in § 6 die Signalgeschwindigkeit auch für

1) Über die Methode der Sattelpunkte und ibre Anwendung vgL

P. Debye, Math. Annalen 67. p. 535. Sitzungsber. d. Bayer. Akad. 1910;

zuerst bei Riemann, Ges. Werke, Leipzig 1876, NachlaB p. 400.



den Fall anomaler Dispersion anzugeben. Den SchluB bildet
eine Bemerkung über den Vergleich der benutzten "Methode
der Sattelpunkte" und der sogenannten,,Methode der stationaren
Phase".

§ 2. Untersuchung der komplexen n-Ebene.
Wir suchen die Gebiete der komplexen n-Ebene, in denen

der reelle Teil X des Exponenten negativ ist. Die Grenzkurve
wird gegeben sein durch die Gleichung X = 0. Wir wissen
bereits, wie X sich im Unendlichen verhalt (vgl. Sommer-
feld, 1. c. § 4):

für 0 < 1 ist X im Unendlichen
negativ unendlich oberbalb der reellen Achse,
positiv unendlich unterhalb der reellen Achse,

für 0 = 1 verschwindet X im Unendlichen,
für 0 > 1 ist X im Unendlichen,

positiv unendlich oberhalb der reeUeu Achse,
negativ unendlich unterhalb der rellen Achse.

Andererseits haben wir auf der reellen Achse (vgl. Sommer.
feld, 1. c. Formel (16))

(7) A=~(l+~).
(~ = Wellenlânge im dispergierendenMedium, x = Absorptions-
index.) Nach Gleichung (2) kann man dafür schreiben

~(1+.~)~
wenn der komplexe Brechungsindex gegeben ist durch

(~) jM=~+~~ ~=~
c/~ stellt bekanntlich die Phasengeschwindigkeit dar.

Jetzt ist nach (4) der reelle Teil von v = i n (0 M)

= – M == – M

X ist also auf der reellen Achse negativ auBer für die
Frequenzen n, für welche der Absorptionsindex verschwindet.
Dem absoluten Werte nach ist X groB für das Gebiet ano-
maler Dispersion, klein für sehr kleine oder sehr groBe n.

Ich betrachte jetzt X auf der Geraden )/ = – p, die be-
stimmt ist durch die Punkte 2~, (wo X verschwindet) und



i~, C~ (wo X unendlich ist) und in der Nâhe der Verzweigungs-
schnitte und Die Eoordinaten dieser Punkte sind
(vgl.Sommerfeld,l.c.§4):

~==-c ~=±yv~
~=.-pD

~=~y~+~
Auf der Geraden p bat j[t den Wert

(8)
~==~+~

ist also positiv reell in den Inter vallon 0<<~oo, ~<~< oo,
und rein ima.ginar für ~< < und zwar positiv auf dem
einen Ufer des Schnittes ~§00~ negativ auf dem anderen.
Um diese Zeichen zu bestimmen, betrachten wir in der
Na,he der Punkte C~,

Für die Umgebung von setzen wir

M==-zp +~+re~,
wo r, <x Polarkoordinaten um bedeuten, und finden(~=~
(9)

2 ~L–e.=!
a

Daher für
~-00

M-
rK–u ~o~–~–'

m l+~i~Tg ~~W
M=~ ~=-i

-n: 1 –~=-T ~=~r'
K==–~ ~~=–

Ebenso sei in der Umgebung von Ul:

tMM=–~+~-)-~e
dann wird

f -tM~ +:(.<B)

(10) 2~B 2~~ e

1/~oJ~



also für
M=~Ir ~===+00,
~=~- ~=(1+!')00,

2

m=00 ~=+!'oo,
m~~ ~3~ -(l-z)oo,

2 2
m =2~ =–œ.

Dies ist in der nachstehenden Fig. 1 angedeutet. Nun
sieht man leicht, daB X (= reeller Teil von v = i!'m(0–jM))
in der Nâhe von auf beiden Ufern des Schnittes negativ
ist. Denn wir nehmen 0~11 (vgl. § 1). In der Nahe von

dagegen ist X negativ am oberen Rand des Schnittes und
am andern positiv.

Formel (8) liefert den Wert von jU. auf der Geraden ~== –p.
Wir leiten daraus den Wert von X ab:

ist~reeti: Z=-p(Q-~),
ist jM rein ima.giBa,r: -Y==–(p0±~jM,).

In Fig. 2 sind zur Abszisse (dièse auf der Geraden = – û
genommen) ± jM;, (~p) aïs Ordinate aufgetragen. Die
Punkte X = 0 ergeben sich dann aïs Schnittpunkte von jM oder
von ± (~/p) mit einer Parallelen zur ~-Achse im Abstand 0.
Für 0~1 liegt einer dieser Punkte zwischen 2~ und und
zwar am unteren Rand des Schnittes, seine Abszisse ist = ~C.
Mit wachsendem 0 verschiebt er sich von gegen Ul. Ein



§ 3. Lage der Sattelpunkte.

Was uns am meisten interessieren wird, ist nicht so sehr
die Kurve Z= 0 aïs vielmehr die Lage der Sattelpunkte. Sind
diese einmal gefunden, so wird sich der Integrationsweg aïs
Fallinie über die Sattelpunkte ohne Schwierigkeiten angeben

1 J.

die Spirale
~i/'p

m=m~+-~–y~)

die in die Gerade m = c~
berührt.

Nebenstehende Fig. 3
zeigtdas Bild der komplexen
Ebene in der Umgebungdes
Schnittes ~1-~1. In den
schraffierten Gebieten ist X
negativ.

zweiter Schnittpunkt mit der Abszisse = B kann zwischen
0 und K auftreten.

Aus dem Verhalten von Z in der Nâhe von C~ folgt, daB
die Kurve J~== 0 von diesem Punkt C~ ausgehen mu6. Fur
die Umgebung von war~=~~h~+~
daher y~' cos

Sei 0)11 eine Losung der Gleichung

tg ~°
2

so ist, ~oo ~P9 vorausgesetzt, <a~ ein Winkel nahe an 7r, der
bis auf Vielfache von 2 definiert ist. Dânn wird

~&-<')– fa,

mit der Abkürzung

2 ~oo

Die Kurve Z== 0 ist daim für kleine und kleine m -.m~
die Spirale
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lassen. Die Kurve X = 0 ist eine der zu den Fallinien
orthogonalen Niveaulinien.

A. Umgebung des Anfangspunktes.
Um die Sattelpunkte in der Umgebungdes Anfangspunktes

zu nnden, entwickeln wir nach steigenden Potenzen von n:
= 111

n,l
al

=
V"2-2ifln-n2.°,"

(n2 2 = n 2+a2~=t/l+~=t/2,~=~ (~=~+~).
Wir haben zu entwickeln (~~ – o:)/(~~ – ~), wo e! 2!'p ? + M~

klein ist gegen M,~ und K~
~fl~~LWi+JL.+ "J'

~=~~+T.~+-
(1~) j[t=~-+~K(K+2~)+.

no
+ An(n + 2ig) +

wenn o: eingesetzt wird_ und definiert ist durch~=~
2M~~

Nach (4) wird nun
(12) f=-M(e-jM)=-K(t)'K(K+2!())),
wenn gesetzt wird (vgl. 4b)

(12') y=0-~=b-
~0

Um die Sattelpunkte zu SndeD, haben wir zu bilden-0, ~(3~ :-4~)=0.
Die Wurzein dieser Gleichung sind~=-~±~4~

2-n ie + 492
~7J ~t 1 b~ < p~ die Sattelpunkte sind gegeben durch

(13)
M=~p±-~4~–~);

sie liegen auf <ier imaginâren Achse symmetrisch zum Punkt
= 0, = – p. Man zeigt leicht, da6 die Fallinien durch

diese Punkte zu den Achsen paraHel sind (vgl. Fig. 4). Die
Pfeile deuten die Richtung des Anstiegs auf den Fallinien an.



Fall ~3:b'==~~p~;indiesem Fall existiert ein spezieller
Sattelpunkt

(15) ~=-
für den gleichzeitig ~M/<~M und ~c/<~M~= !~(6K + 4ifp) ver-
schwinden. Um in der Umgebung dieses Punktes v zu berech-
nen, führen wir Polarkoordinaten r, u um den Sattelpunkt ein

K = – ~p -[- r~
dann wird

.ZM/ 2: i)~> die Sattelpunkte liegen auf der
Geraden -~==–~p symmetrisch zur imaginaren Achse:

fK=-p±~°_p'~14) i~y~y7~
z~j/-z-



= p" (d. h. 0 = + ~~)

in einen speziellen zusammen und rucken dann symmetrischzur
imaginâren Achse auseinander.

B. Sattelpunkte in groBer Entfernung.

Wir betrachten die komplexe n-Ebene für gro6e n und
vernachiâssigen K~~ gegen M~. Dann wird nach (2)

1_a~W a~
+-;i)M,~ –2~m~– m~

1
M(2~ç+M)

oder, da das zweite Glied sehr klein ist:

(16) a2 1~=~27~)-
Formel (4) ergibt dann.=-~(0-~=-~b-
wo 0 – 1 == b (vgl. 4b). Die Sattelpunkte sind definiert durch

= 0 h – 1 n
(~M 2 (2~p +?)" 0

Hieraus

(17) = 2z-p ± = –

Daher
X = Xp ~sinS~.
Fig. 6 gibt das Bild dieses

Sattelpunktes und den Verlauf
der Fallinien in ihm.

Die beiden Sattelpunkte,
die zunachst auf der imaginaren
Achse liegen, nâhern sich also
mit wachsender Zeit, fallen im
Augenblick

M~ 4

M == !(-b~ + ~~+ 2!K~= !~(-~p~M+ 2~M~+ M~)
~=~+!e~°

8 A 3~=-
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Wir haben also auf der Geraden = – 2p symmetrisch

zur ~-Aehse zwei Sattelpunkte. Für v schreiben wir dann

n l~2~p~+~'
Die Niveaulinien für X durch K~, sind die Parallelen zu

den beiden Achsen. (Auf der ganzen Geraden ?? = – 2 p wird
in den Grenzen, in denen die Nâherung gilt, JT = – 2 p b). Die
Fallinien sind unter 45" geneigt (vgl. Fig. 7). Für b = 0
liegen die Sattelpunkte auf der Geraden = – 2 im Unend-
lichen, mit wachsendem b verschieben sie sich auf dieser Ge-
raden im Sinne der abnehmenden ist b einigermaBen'groB, so
daB ~p nicht sehr groB ist im Vergleich mit no, d. h. nahert
sich der Sattelpunkt dem Verzweigungsschnitt, dann verliert
die Annaherung ihre Gültigkeit. Man kann zeigen, daB die
Sattelpunkte die Gerade = – 2p verlassen, um sich langs
der Kurve, die angenahert in Fig. 7 eingezeichnet ist, dem
Verzweigungssehnitte zu na.hern.

.?



Die im dispergierenden Medium durchlaufene Tiefe nehmen
wir gleich

a-=lcm.
Die Wellenlânge des auffallenden Signais sei in Luft ge-

messen
Zo = 0,5 jM = 5 10-5 cm,

dann wird die Frequenz
2~c 2 10" .ie~~=~10-

Die Eigenfrequenz des Mediums nehmen wir zu
?“= 10.~=4.10~.

Der Brechungsindex für die Frequenz v sei

;n= 1,5.
Diese Angaben erlauben in Verbindung mit der Annahme

verschwindenderAbsorption (p =0) die Berechnung der&roBen-
ordnung von a2. Nach Formel (2') ist

91.+
N~~=1+~~r 0 V2

(~- 1)
f(~)~-l) ~~1,25.99.~= 1,24. M~,

also nabezu a = M~. Hieraus

~-VM~r~-1.5.6-10~.
Der Koeffizient A war definiert durch

2 5 1 -33A = _1..10-ss
2~~ 3~' `l

55
1~

Ich will auch eine Angabe über die GroBenordnung des
Koeffizienten p machen nach ,Goldhammer, Dispersion und
Absorption des Lichtes") Man findet p. 126 Angaben über
die GroËenordnung des logarithmischen Décréments für
einige Stoffe. Dieses Dekrement hangt mit unserem p zu-
sammen durch die Gleichung

y'Mn.P=2~-
2 gr

Versuche mit Eosin und Fuchsin ergeben etwa
= 0,45

fur Quecksilberdampf ist == 0,8, fur Joddampf ist (1. c. p. 57)
die. Dampfung sehr klein.

1) Leipzig 1913.



Punkten n = ± + die zur imaginâren Achse symmetrisch
liegen, die Werte c = ~± i Y entsprechen, so daB die Figuren
symmetrisch sind in bezug auf die imaginâre Achse. In den
schraffierten Gebieten ist X negativ. Die wichtigsten Fallinien
sind eingezeichnet; sie gehen von den Punkten, wo X negativ
unendlich ist, a.us bis zu denStellen, wo X positiv unendlich
ist. Diese Punkte sind die beiden Punkte U und (auBer für
t = 0) der unendlich ferne Punkt in Richtung der imaginaren
Achse. Ich erinnere an die Bezeichnungen

0=~ <=t
x 61 -b=tt

c
Für ~<K/c herrscht Ruhe; das Integral verschwindet; die
ersten Vorlâufer des Signais kommen an mit der Geschwindig-
keit c, d. h. zur Zeit t = 0 (vgl. Sommerfeld, 1. c.).

Die folgende Ta.belle gibt die entsprechendenWerte von p.

0,06 0,3 0,45 0,6 0,9~10-=
Q 5.10~ 7,5.10-~ 10-1 1,5.10"'

In allen gewobniichen Fallen ist also P2 Hein gegen
"o~ stwa p~=5.10-
§ 4. Sukzesaive Verlagerung der Sattelpunkte in Abhangigkeit

von der Zeit. Wahl des Integrationswegea.
Die nachstehenden Figg. 8-14 zeigen den Anblick, den

die komplexe Ebene für verschiedene Zeiten darbietet. Es ist

nur die Halbebene dargestellt, man sieht aber leicht, daB zwei



Achse ganz ins Unendliche gezogen werden. Das Integral
verschwindet, da..Z dort negativ unendlich ist.

Fig. 8 gibt das Bild der komplexen Ebene für t < 0.
Der Integrationsweg kann in Richtung der positiven imaginâren





Für den Zeitpunkt t = 0, der in Fig. 9 dargestellt ist,
bildet der Kreis mit unendlichemRadius einen Teil der Kurve
X = 0. Man kann auch hier den Integrationsweg nach oben
ins Unendliche ziehen, das Integral verschwindet, aber nicht
mehr exponentiell, sondern wegen des Faktors 1/K–f.

.Für t > 0 ersieht man aus den Figg. 10-14 die Ânde-

rung der komplexen Ebene. Von einem Gebiete, wo X groBe
negative Werte annimmt, gelangt man über einen Sattelpunkt
in ein anderes solches Gebiet. Wir werden den Integrations-
weg so ziehen, daB er moglichst lange durch solche Gebiete
hindurchgeht, in denen das Integral praktisch Null ist. Es
bleibt dann das Integral nur in der Umgebung der Sattel-
punkte auszuwerten, und zwar wâhit man am besten aïs Inte-
grationsweg eine Fallinie durch den Sattelpunkt. Dieser In-
tegrationsweg ist in die Figuren eingezeiohnet und seine Ânde-

rung in Abhangigkeit von der Zeit leicht zu verfolgen.

In der Nâhe der Sattelpunkte ist die Integration ange-
nabert auszuführen, wenn die Sattelpunkte nicht zu nahe an
den Schnitten UN oder am Punkt n = v liegen. Man kann den
Integrationsweg durch seine Tangente im Sattelpunkt ersetzen
und den Faktor 1/M–~ v als konstant betrachten und kommt
so auf elementare Integrale (vgl. § 5). Unter den angegebenen
Beschrankungen wird die Integration Ausdrucke liefern, die
Vorlaufer, deren Amplitude auBerordentlich klein ist im Ver-
gleich mit der schlieBlichen Amplitude des Signais.

Wir wollen nun sehen, was eintritt, wenn der Integrations-
weg dem Punkte n = v (v reell) nahe kommt. Wir nehmen
etwa diesen Punkt zwischen dem Anfangspunkt und dem Ver-
zweigungsschnitt 0 <; <; M~ Das entspricht dem oben bei
Berechnung der GrôBenordnung gewâhiten Fall: wir hatten ein
Signal im sichtbaren Teil des Spektrums, das sich in einem
Medium mit einer Eigenperiode im Ultravioletten ausbreitet.
Der umgekehrte Fall > M~ würde ganz analoge Resultate
ergeben.

Mit zunehmenderZeit verlauft der Integrationsweg zunâchst
oberhalb und links von dem Pole v, geht dann durch ihn hin-
durch und verlauft endlich rechts und unterhalb desselben.
Er ist dann durch eine Schleife um den Pol zu ergânzen



In der Tat, wenn der Integrationsweg ganz in der Na.he des ·
Poles verlauft, liefern seine entfernteren Teile einen zu vernach-
lassigenden Beitrag; es genugt die unmittelbare Nachbarschaft
des Poles zu berucksichtigen. Man kann dann im Integral

1 -t(t:<tx)
-~<~–––––––~K.2j[ J M –

f
K<–Aa; als konstant betracbten gleich ~~–A~ wobei (vgl.

Gleichung 7)

muB man einen festen oszillierendenAusdruck, der die schlieB-

liche Amplitude hat und gegeben ist durch die Schleife, super-
ponieren einem Ausdruck mit negativem Vorzeichen, dessen
Amplitude von 1/2 der schlieBlichen abnimmt bis zu sehr
kleinen Werten, und der gegeben ist durch den anderen Teil
des Integrationsweges. Die Figg. 16 u. 17 stellen diese ver-
schiedenen Ausdrucke und ihre Superposition graphisch dar.

(Figg. 15 a, b, c). Im ersten Fall (Fig. 15 a) liefert die Inte-
gration ein oszillierendes Glied, dessen Amplitude bis etwa

der schlieBlicben Amplitude zunimmt (Fig. 15b). Dann



A=~(l+~).
Sind o, M Polarkoordinaten um v, so wird

a!M

M–y
und fur das Integral folgt/(~) -i!<'

e x – ~M ==ee- ~smi~–2~–-
2m J /27[

Für die volle Schleife ist m/2n: = 1. Das erste Glied stellt
also die scMieËliche Schwingung dar. Für den Weg in Fig. 15b
hat man (0/2~~ was die vorausgehenden Behauptungen
rechtfertigt. Ich werde nicht die vollstândige Berechnung der
Integration in der Nâhe des Poles geben, die ziemlich er-
mudend ist und nichts mehr liefert, a.ls die eben angestellten
ÙberlegUDgen.

Wir sehen also, daB in dem JMoMeM~ wo der 7K~?'a<MK~-

wey den Pol trifft, die Intensitât der Schwingung sehr ?'a~C~ ZM-
nimmt; vorher war sie sehr klein (vgl. unten die GroËenord-
nung der Vorlaufer) und wird nun von der &ro6enordnung
der schlieBlichen Intensitat. Wir haben in diesem Moment
die Ankunft des Signais, die uns erlaubt eine ~Ma~McAM?!)!-
digkeit zu definieren. Von dieser werden wir namentlich zeigen,
daB sie der Gruppengeschwindigkeit gleich ist, wenn wirb_4

weit vom Verzweigungsschnitt
entfernt sind, d. h. wenn das
Signal eine von der Eigen-
periode des Mediums stark ab-
weichendeSchwinguDgsdauerhat.

DerSattelpunktC verschiebt
sich mit zunehmender Zeit im
Sinne wachsender Zeit (Fig. 18)
auf einer Geraden, die zur
reellen Achse parallel ist und
kleinen Abstand von ihr hat

~Tm~or rï~~ A~t."7t<ac~ & rval(CJ9 = p sehr klein gegenüber der Abszissee,, [vgl.
Fig. 5]). Von den Fallinien durch den Sattelpunkt, die unter
45° geneigt sind, ist die eine unserintegrationsweg;sie schneide
die reelle Achse in B. Zeichnen wir die Fallinien in der Um-
gebung des Sattelpunktes, so sieht man, daB eine von ibnen



die reelle Achse im Punkte D berührt, der dieselbe Abszisse
hat wie der Sattelpunkt C.

Nach Definition ist der Zeitpunkt der Ankunft des Sig-
nais der, in dem der Punkt den Pol P erreicht. Die Ent-
fernung ~~= C~ ist sehr klein. Ich will zeigen, daB das
Signal mit einer der Gruppengeschwindigkeitgenau gleichen Ge-

schwindigkeit anka.me, wenn wir die Ankunft des Signais defi-

nierten durch den Zeitpunkt, wo der Pol P vom Punkte P er-
reicht wird.

In der Tat ist auf der reellen Achse (n reell) = -)- i ki;

wenn man den reellen und imaginâren Teil trennt, wird

M) = – ~(M< – A~) == – – !'(M~ – ~.c) =-(Z+ t7~-

In 2) ist die reelle Achse Tangente an eine Fallinie für
X, die dazu senkrechte Richtung ist also Niveaulinie für X:

ax_ n o_r
6~ S~

daher ~0
Ü

NM

oder .=0
wo U die Gruppengeschwindigkeitbedeutet. Nun ist die Abszisse
des Poles P gleich v, der Frequenz des Signais. U sei die

zu gehorige&mppengescliwindigkeit;der Pol wird vom Punkte
erreicht zur Zeit <==.c/ wo x die vom Signal durch-

laufene Strecke ist. Würde dieser Zeitpunkt die Ankunft des
Signais definieren, so hieËe dies, das Signal breitet sich mit
Gruppengeschwindigkeit aus.

Über die Fortpflanzungsgeschwindigkeit eines Signais,
dessen Frequenz in das Gebiet anomaler Dispersion fâllt,
vgl. § 6.

Die Signalgeschwindigkeitdefiniert also den Moment der
Ankunft des Signais mit merklicher Amplitude, wahrend die
Phasengeschwindigkeit nur die Anordnung der Phasen im
Signal bestimmt (vgl. Sommerfeld, 1. c. § 4).



§ 5. Die Vorla.ufer.
Im vorausgehendenParagraphen haben wir die Lage der

Sattelpunkte berechnet und gezeigt, wie der Integrationsweg in
ihnen verlâuft, und wollen nun die Berechnung des Integrals
in der Nahe der Sattelpunkte ausführen. Wahrend das Passieren
des Integrationsweges über den Pol uns die Signalgeschwindig-
keit geliefert bat, wird die Integration iil der Nâhe der Sattel-
punkte untergeordnete Glieder liefern, die Vorlâufer, deren In-
tensitat sehr schwach ist im Vergleich zu der des Signais.
Wir führen die Rechnung in derselben Reihenfolge aus, in der
wir in § 3 die Lage der Sattelpunkte bestimmt haben.

A. S.attelpunkte in der Umgebung des Anfangspunktes.
Fall J! 1. Für b' < haben wir zwei Sattelpunkte auf

der imaginârenAchse gefunden. Der Integrationsweg geht durch
den Sattelpunkt mit der Ordinate (vgl. Formel 13, Fig. 4)

2 1 .3?~+Tt/~
parallel zur reellen Achse. Wir setzen in der Nâhe des
Sattelpunktes, wenn eine kleine reelle GroBe bedeutet,

~= ~p+~
und entwickeln in der Nâhe dieses Sattelpunktes die Funktion
aus Gleichung (12); die Glieder erster Ordnung verschwinden
(a~M = 0 im Sattelpunkt) und die Glieder zweiter Ordnung
sind reell, da wir auf einer Fallinie für X (d. h. auf einer
Kurve Y = const.) bleiben. Man findet so~==~
wobei = (b' + ~(~ + 2 p))

~=~(3~+2~).
der Wert der Funktion v im Sattelpunkt ist reell, v = X

j~ 0, was wir noch benutzen werden. Dies Resultat ist
übrigens leicht verstândiich und gilt auch für Sattelpunkte in
groBer Entfernung vom Anfangspunkt, für die die angenâherte
Formel (11) unexakt wâre. Der Sattelpunkt liegt nâmiich auf
der imaginaren Achse, die Fallinie, die wir aïs Integrationsweg
benutzen, geht durch ihn hindurch und verlâuft symmetrisch
zur imaginâren Achse. Auf dieser Kurve muB Y einerseits



konstant bleiben (§ 1), andererseits nimmt es fur Punkte sym-
metrisch zur imaginaren Achse entgegengesetzt gleiche Werte
an (YgL Anfang des § 4); es ist also notwendig J~= 0.

Nun ist in der Umgebung des Sattelpunktes das Inte-
gral t zu berechnen:

– sx
v

(18) /-=~9t ~~<=~ ~~––
(18' 1 e

°
dn e° e-°

d~.'2?rjm–~11 2mJ m–f
+ <!

Da,mit die Na.herungsmethode zulâssig sei, mussen die Gren-
zen ± s, zwischen denen ich das Integral nehme, klein sein
in bezug auf andere GroBen in der M-Ebene, z. B. ?“.
Am Ende des § 3 habe ich gezeigt, da.6 folgende GroBen-
ordnungen zulâssig sind:

f 4 10", M~ -==
4 10~, =~ 10-ss.

Andererseits fordert die angenâherte Formel fur den Brechungs-
index, daË im Satteipunkt sehr klein sei gegen K~. Nehmen
wir -= 2 10"~M(,10~ so nndet man~6~3~ lO~-ss 10-
und -=.10-M~2.c.lO-

c 3-5
Die Na.herung wird giiltig sein, wenn ich ein gegen ?“ kleines E

so nnden kann, da6 die Exponentialfunktion e ° praktisch
Null ist. Es genugt anzunehmen-=5.

0

Setzen wir die vom Licht durchlaufene Strecke x = 1 cm,
so erfordert dies:

2.10-~=5, s~-25-10~,
,=5.10~=~.

Fur eine Tiefe x == 100 cm nndet man s 5 10~ = M./1000.
Diese Werte sind aber zulassig fur unsere Rechnung.

K – wird in diesen Grenzen aïs konstant betrachtet:
l l + ~)?j,

M–y ~~–f11
f~+ ~p~

und es bleibt nur das Integral auszuwerten
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J_ f 'Ë_ __L)/
1
~C~

2m J
e s~2~

S"
2m

t/ Ba: ~7[B~'
+s

Nimmt man den reellen Teil, so findet man endlich aus (18)

cf 2(~+~))/ ~B~ e
vT'

·

Wir wollen die &ro6eiiordnung von f untersuchen und
seine Ânderung mit der Zeit. Die Wurzel ist von der GrôBen-
ordnung ~10~, sie nimmt langsam zu; der erste Faktor ist
von der Ordnung l/2f, also ungefahr 10~ das Produkt
beider Faktoren wird von der Ordnung und nimmt zu
mit der Zeit. Es bleibt noch zu untersuchen, wie der Ex-
ponent sich verhâlt; wir haben

~=-~b'+~(~+2p)],
f

wobei ,–––––wobei ~+~4~
ist also von der GroBenordnung von

ï/ –j dies gibt

a; ,a;Y~
Dies ist eine negative GroBe von groBem absoluten Be-
trag ((.f/c)b' < 0, groB), die für b' = 0 gegen Null geht.
Unsere Annâherung gibt nicht ihre genaue Ânderung für
~=0.

Im ganzen ist die Funktion f zunachst nahezu Null,
nimmt dann zu, um für b' == 0 einen immer noch sehr kleinen
Wert anzunehmen:

~)/ c~=o"2~t/2~
·

Den Wert von f für Zeiten b'p~ will ich nicht be-
rechnen, es findet ein allmahlicher Ùbergang der nicht oszil-
lierenden hier gefundenen Funktion zu der oszillierenden
Funktion statt, die wir für b'> finden werden. f be-
halt übrigens die GroBenordnung von /t,'=o-

~ZZ 2. Wenn b' > ~p~, haben wir zwei zur imagi-
naren Achse symmetrische Sattelpunkte (vgl. Fig. 5):

"=-~P±~



(vgl. Formel 14). Der Integrationsweg hat in ihnen die Rich-
tung von Greraden, die unter 45" geneigt sind. Wir setzen
also in der Umgebung dieser Sattelpunkte

~=-~±!~+(1±~,
daher

+
~=(l±:)</s=V2e"6.

Wie in dem bereits behandelten Fall nimmt der Ex-
ponent v in der Nahe des Sattelpunktes die Form an

~=~–C~.
Man findet

~= ~(-~ ± + ~(± ~(± + ~p),~+~' C=6~
~(- b' + ~), = ~(- b' + ~(~ + t~)).

–
Wir haben nun das Integral f ~–– dn zu bilden

2~ J M – f
fur die unmittelbare Nâhe der genannten Sattelpunkte. Der
Koeffizient C hat dieselbe G~roBenordnung wie im voraus-
gehenden Fall der Koeffizient In erster Annaherung be-
trachten wir den Faktor 1/K – v für jedes der zu den beiden
Satteipunktengehorigen Integrale als konstant und setzen ihn

a;mit dem konstanten Faktor <-T" vor das Integralzeichen. Es
bleibt dann für den einen oder anderen Sattelpunkt das
Integral

1 r-
±.~f"C~

~V2.
e dE,

+ a

wo a eine kleine GroËe ist. In Rûcksicht auf die CrroBe

von C hat das Integral denselben Wert als wenn c: unendlich
ware, nâmiich

1 -n ~i/–c
i

~'T.
o

e ~~c=-
e y~

wenn man C durch seinen Ausdruck ersetzt. Die Integration
in der Umgebung der beiden Sattelpunkte ergibt also im
ganzen



/–.– 'T~~ +~ ~<~="~3~?+~e+- j4
Nach einigen elementaren Umrechnungen erhalt man schlieBlich

.f~'

xp
(19) f= (v"

11 +

3

2

11:

+

2)2-4v2~~p
2

(v ++9- f! ) sin
(on ("4

+
Y,)i

(19) /-(.4~ ~In~)'·

Der Exponent (.c/e)Z ist immer negativ, sein absoluter
Wert wâchst mit der Zeit ungefâhr wie +~(;e)()b' = -t-~t'.

a*Die Exponentia.IgroBe e Tdie zunachst (b' = 0) nahe an 1

ist, nimmt daher alltnâhlich ab und geht gegen Null, wenn
sich die Sattelpunkte den Verzweigungsschnitten nâhern. Die
Wurzel ândert sich in demselben Sinne mit der Zeit. Den
anderen Faktor werden wir, um sein Verhalten besser über-
sehen zu k8nnen, etwas vereinfachen, indem wir gegens vernachlassigen, was immer erlaubt ist, auBer wenn
der Sattelpunkt in der Nâhe des Poles v liegt. Man findet
dannM,r. )

e !+t<+-)
Man sieht, daB im allgemeinen das cos-Glied überwiegt,

wenn aber der Sattelpunkt sich dem Pol nâhert, ergibt sich
eine Ânderung in der Phase, das sin-Glied darf dann nicht
vernachiâssigt werden. Der Faktor f/~– der im allge-
meinen von der Ordnung 1/f, also sehr klein ist, wird sehr
groB, wenn der Sattelpunkt in die Nahe des Poles rückt.

Ich will nun die augenblickliche Frequenz N=2~/T
dieser Schwingungsbewegung suchen, die willkürlich definiert
sei aïs zeitliche Ableitung der Phase, wenigstens wenn das
cos-Glied überwiegt, aiso von v stark abweicht:

r,- y~d~.
= a!7~T'c~" ~6"

nun ist
~p2=s(~4oJJ=~1~3~ ,&'c – JL t 4 /) t == –~9\~ ~t–T~?



wenn gegen b' vernachiassigt wird; daher

jT- -y- 2~/3'b'~3 s~p3_==-=_
3 °P

Die augenblickliche Frequenz ist also gleich der Abszisse~p
des Sattelpunktes, d. h. nach obigem (Ende des § 4) gleich der
Frequenz einer Schwingungsbewegung, deren Gruppenge-
schwindigkeit .< ist.

Wir berechnen die GroBenordaung der Amplitude der
Schwingung, indem wir dieselben GroBenordnungen zugrunde
legen wie im vorausgehenden Fall:

~=2.10-10~
<7~2F, ~<?=2~-10-

Die Amplitude ist bis auf den Exponentialfaktor
J_ 2c'_ J_
y n (7a: '30~'

Die Vorlâufer haben also eine Amplitude von der Ordnung
-go-, d. h. eine Intensitât von der Ordnung .–~ von der des
Signais. Diese Intensitât hângt ûbrigens direkt von der Ver-
teilung der Intensitat im Spektrum des anfânglichen Signais
ab. In der Tat tritt in der Amplitude der betrachteten
Schwingung der Faktor

<~r~
auf, der bis auf den Zahlenfaktor –l/n; die Amplitude der
Schwingung von der Frequenz im anfânglichen Signal dar-
stellt(Ygl.Sommerfeld,I.c.§2):

2 1~V–––
Den Ausdruck (19') konnen wir auch in anderer Form

schreiben, in der nur die GroËen x und i' vorkommen. Diese
Darstellung gilt jedoch nur angenâhert fur Sattelpunkte, die
dem Anfangspunkt und dem Pol y nicht zu nahe liegen. Wir
benutzen die oben aufgestellte angenaherte Beziehung



Die Integration in der Nâhe der dem Anfangspunkt be-

nachbarten Sattelpunkte hat uns also eine Schwingungsbe-

wegung folgender Art geliefert: 0

Bis zu Zeiten nabe an t' = ~-b' = 0 (< = ~Mj~c) keine

merkliche Bewegung, bei t' nahezu = 0 eine leichte Ver-

schiebung, dann für t' > 0 eine Schwingungsbewegung von sehr
kleiner Amplitude, deren Frequenz von Null an wachst. Die

Amplitude nimmt sehr rasch zu, wenn die Frequenz dieser
Vorlâufer sich der des Signais nâhert. Das Signal kommt
nahezu mit GTuppengeschwindigkeit an und nimmt sehr rasch
seine endgultige Amplitude an. Doch ist es noch einige Zeit
durch die Vorlâufer deformiert, deren Amplitude sehr schnell

abnimmt, wahrend gleichzeitig ihre Frequenz weiter wâchst.

Nâbert sich diese der Eigenfrequenz der schwingenden Elek-

tronen im Medium, so wird die Amplitude ibrer Schwingungs-

bewegung unmerklich.
Dies gilt fur den Fall 0<:f<M,, d. h. für ein sicht-

bares Signal und für eine Eigenperiode der Elektronen im
Ultravioletten.

Den eben gefundenen Teil der Vorlâufer werde ich die
zweiten Vorlâufer nennen; die Integration in der Nâhe
der in groBer Entfernung liegenden Sattelpunkte wird uns die

ersten Vorlâufer liefern.

B. S.attelpunkte in groBer Entfernung.
Wir haben gesehen, daB für sehr kleine Zeiten b ein

Sattelpunkt auf der imaginaren Achse zu berücksichtigen ware

~(~(~
3~X

±--–Yt–V~ "~rJ
3~~3.A x

&
~_L~~=ï/t'

=.p-" g~ j. )/3~.a;'

und erhalten aus (19)-



und daB zwei weitere symmetrisch zu dieser Achse liegen in
den Punkten (vgl. Gleichung 17, Fig. 7)

a~p= + l/n' 1Jp= -2(!.~=±~'
b

~=-
Die Intégration in der Nâhe des Sattelpunktes auf der

imaginâren Achse liefert, da er sehr nacb ist, einen unmerk-
lichen Beitrag. Ich habe bereits gezeigt (Fall A 1), daB das
Integral in der Nahe dieses Punktes zu Yernachiassigen ist,
auBer wenn er dem Anfangspunkt sehr nahe liegt; auch wurde
schon erwahnt, daB auf der Fallinie durch diesen Sattelpunkt,
d. h. auf unserm Integrationsweg Y verschwindet.

Wir besohâftigen uns also nur mit den beiden anderen
Sattelpunkten, in denen der Integrationsweg aïs Gerade unter
45 verlâuft. Wir setzen daher in der Umgebung dieser
Punkte

M==-2~±~+(1=F:)6
~"T<~=(l=F!)~s=y2e ~~s,

und finden für v die Entwicklung
a~ Œ~ ct~

o~=~=-p~–= ?~ Sj: 5p
Für diese Sattelpunkte haben wir die Grenzen ± K im

Integrale
a

a;

1 e
–"1Jn-v

d n– ? ) ––– <~ M
Stt J M – v

+ a
x

D

so zu wâhlen, daB e an diesen Grenzen verschwindet. Die
Naherungsmethode ist dann gültig, wenn a klein gewâhit
werden kann in bezug auf Dm dies an einem Zahlen-
beispiel zu zeigen, setzen wir

~=10. M.,
e

a =~=4. 10~,
== =

1.10-~ 10-s = 10-i9, 2) = 10-~~44 4 c

Die Exponentialfunktionist praktisch Null, wenn (.r/c) -D e2

etwa 10 betrâgt. Dazu ist erforderlich
10-gs=l0, s =3. 10~,



also von der GrôBenordnung /100, was wohl zulâssig ist.
Die Naherung gilt, wenn die Abszisse des Sattelpunktes
grôBer ist aïs no, ohne jedoch zu groBe Werte anzunehmen,
was für Zeiten b ganz nahe an Null der Fall wâre (vgl. (17)).

Betrachten wir den Faktor 1/M–~ als konstant und
setzen ihn vor das Integraizeichen, so bleibt das Integral aus-
zuwerten

– 00
x~'V~=-J-ï/

aa
+00

Je nachdem es sich um den einen oder anderen Sattelpunkt
handelt, ist dieser Ausdruck zu multiplizieren mit

_?ra!x ~a:ct";cx ?r'\n e e-, (a?::r: n )v2-il~I~
Ky–fv –2~ji~–fV

4

dann hat man die Summe beider Glieder zu nehmen und zum
reellen Teil überzugehen und findet so

,n~ ,–- e -S~t /a: ?T~(20) /=–y~––––~eCOS -–+–'a x c 4

oder, wenn man statt nach Formel (17) ûberall t einfùhrt:

/nr.~ /'2c\ -2 et ,/2~,
(2(/) y=–– t~c cos at/–1+–.

Vtt~\ a: J f
o 4/

Die ersten Vorlaufer kommen also mit Vakuumgeschwindigkeit
an, denn sie setzen ein für t = t .c/c = 0. Ihre Schwingungs-
dauer ist zuerst sehr klein und wâchst allmâhlich. Definieren
wir wie bei den zweiten Vorlaufern eine augenblickliche Fre-
quenz, so sieht man leicht, daB diese auch hier in jedem
Moment gleich ist der Abszisse des Sattelpunktes. Die
Amplitude ist zunachst Null, nimmt dann zu und (bei Berück-

sichtigung derDâmpfung) wieder ab wie der Faktor i~'e"t.
Für den Fall des gewâhlten numerischen Beispiels findet

man die Amplitude von der Ordnung 2 10~, die Intensitât
also von der Ordnung 4- 10"

Die hier angegebenenAnnâberungen verlieren ihre Gültig-
keit für sehr kleine t, d. h. für sehr entfernte Sattelpunkte. Die
ersten Vorlaufer sind namiich gegeben durch den Ausdruck



y.2et~/n ,cT~~~t/j'
wie Hr. Sommerfeld gezeigt hat (1. c. Formel 33). Ersetzt
man die Besseiscbe Funktion durch ihren asymptotischen
Ausdruck, so findet man unsere Formel (20'), die daher nur
für nicht zu kleine t-Gültigkeit beanspruchen kann. Der Faktor

e t fehlt, da die Formel von Hrn. Sommerfeldunter der Vor-
aussetzung p = 0 abgeleitet wurde. Geht man auf die GrôBen-
ordnungen, wie sie am Ende des § 3 gegeben wurden, zurück,
so überzeugt man sich, daB man in den dortigen Beispielen
p gegen no nicht vernachiassigen darf.

§ 6. Signalgeschwindigkeit.
Im vorausgehenden Paragraphen habe ich die Vorlâufer

berechnet und an Zahlenbeispielen gezeigt, daB ihre Intensitat
sehr gering ist im Vergleich mit der des eigentlichen Signais.
Ich will mich nun mit der Signalgeschwindigkeitbeschaftigen.
Gegen Ende des § 4 wurde gezeigt, daB in dem Moment, in
dem der Integrationsweg den Pol trifft, die Amplitude der
Schwingungsbewegung merklich wird von der GroËenord-

nung der halben endgültigen Amplitude. Man kann also,
übrigens willkürlich, die Ankunft des Signals durch den Moment
definieren, in dem der Pol v vom Integrationsweg erreicht wird.

Alle diese Ûberlegungen bezogen sich auf den Fall, wo
v stark verschieden ist von no, d. h. auf den Fall normaler
Dispersion. Es scheint sinngema.6 an der vorstehenden Defi-
nition in allen j~H~eM ~~zMAa&CK, auch wenn das Signal eine
Schwingungsdauer im Gebiet der anomalen ~~er~MM hat.

Da v als wirkliche Frequenz eine reelle positive Zahl ist,
liegt der Pol v immer auf der ~-Achse zwischen 0 und + oo.

Zeichnen wir die komplexe Ebene fur ein Signal, wie es
in der Tiefe x zur Zeit t beobachtet wird (Figg. 8-14), so
bangt die so erhaltene Figur nur ab von der &ro6e

~==-:M(<9-~)= Z+zZ
(vgl. Gleichung 4), sie ist also unabhangig von der Frequenz v
des Signals; sie ist dieselbe für eine andere Tiefe x' zu einer
Zeit t', die die Bedingung erfüllt (vgl. Gleichung 4 a)

(21) 0=0', ~=~.



Die reelle positive Achse schneidet den Integrationsweg in den
Punkten Bl, B2, mit den Abszissen vl, ~2 (vgl. z. B.
Figg. 13 u. 14). Nach der eben eingeführten Definition wird
ein Signal von derFrequenz~ in dem der Figur entsprechenden
Augenblick t eine merkliche Intensitât annehmen. Die Be-
ziebung (21) zeigt, daB die Zeit t der Tiefe x proportional ist;
das Signal breitet sich also mit konstanter Signalgeschwindig-
keit aus. Man hat

x ct _ct- ;S' x S'
die reduzierte Zeit 0 miBt also das Verhaltnis der Vakuum-
geschwindigkeit zur Signalgeschwindigkeitfür die Frequenz
Die Figg. 10-14 zeigen die Verschiebung der Punkte -B~
mit ~zunehmendem 0. Trâgt man zu den Abszissen
die Ordinaten e/~=0 auf, so erhalt man eine Kurve, die in
Fig. 19 eingetragen ist; den Punkten B entsprechen dabei die
Punkte b, die dieselbe Abszisse haben.

In § 4 wurde gezeigt, daB für einen Punkt .D (Fig. 18)
der komplexen Ebene, in dem eine Fallihie für x die reelle
Achse berührt,

e-~'U' -"F'
wo U die Gruppengeschwindigkeit für die Frequenz = 0 D.
In Fig. 19 ist die Kurve c/~ gezeichnet; den Punkten -D ent-
sprechen die Punkte d.

In den Figg. 10-14 kann man leicht das vollstandige
Netz der Fallinien ziehen und die Lage der Punkte B und -D

vergleichen; man findet so (vgl. § 4 Fig. 18), daB ein dem Ver-
zweigungsschnitt nicht zu naher Sattelpunkt ganz in der Nâhe
der beiden Punkte -8 und -D liegt, die selbst sehr nahe an-
einander liegen (z. B. B und 7) Fig. 18, und B4 7~ Fig. 13,

Dl Fig. 14). Das heiBt aber, daB in groBerer Entfernung
vom Gebiete anomaler Dispersion die Kurven e/'S' und c/~7
ubereinstimmen, daB also die Signalgeschwindigkeitgleich der
Gruppengeschwindigkeit ist (vgl. Ende des § 4). Dies gilt nicht
mehr, wenn die Sattelpunkte in die Nahe des Verzweigungs-
schnittes rücken. Aber immer noch gibt die gegenseitigeLage



der Punkte B und 2) AufscbluB über die Lage der unbekannten
Kurve der Signalgeschwindigkeit zu der bekannten der
Gruppengeschwindigkeit.

Der Integrationsweg schneidet zunachst die reelle Achse
in zwei Punkten B3, zwischen denen ein Punkt 7)~ liegt
(vgl. Fig. 13). Für einen bestimmten Zeitpunkt berührt er die
reelle Achse, die Punkte und fallen zusammen,
ebenso in Fig. 19 die Punkte ~g, und Von diesem Zeit-
punkt an trifft dieser Teil des Integrationsweges die reelle
Achse nicht mehr (Fig. 14). Dies bedeutet, daB die Maxima
der Kurve c/~S die Schnittpunkte der Kurven c/~ und
c/P' sind.

Der Integrationsweg, der aïs Fallinie über die Sattel-
punkte gewaJilt wurde, setzt sich aus mehreren Teilen zu-
sammen, deren jeder uber einen einzigen Sattelpunkt geht
(Fig. 10-14):

1. Teil: -]- œ > > von + oo bis zum Punkt
2. Teil: von bis U2

3. Teil: –~ oo von U2 bis oo
Für den Fall A2 (§ 3):

b'>~P'
zer&Ilt der zweite Teil selbst wieder in zwei Teile (Figg. 13
und 14).

Der imaginare Teil Y des Exponenten v bleibt auf dem
Integrationsweg aïs auf einer Fallinie für X konstant, es ist
also für jeden Teil

Bei Berechnung der Integrale in der Nâhe der Sattelpunkte
in § 5 habe ich die zugehorigen Werte von Y angegeben:

1. Teil: Sattelpunkt in groBer Entfernung (§ 5 Fall B):~=-a-)/2b
p s~

2. Teil: Sattelpunktin der Umgebung des Anfangspunktes:

FallAl: b'p~0,
~). Fall A 2: b'> ~=~(-y+~(~+~~))../3~

~A-4~-

Sp 3 A 0



Nun sollen die Punkte Ba, Bs berechnet werden, wo unser
Integrationsweg die reelle Achse in der Nâhe des Verzwei-
gungsschnittes UN schneidet (Fig. 13). Auf der reellen Achse
(n re<?~ ist nach (4)

(23) y~~ ~(0-~)~(0-
wobei = Brechungsindex, F = Phasengeschwindigkeitfür die
Frequenz n. Die Kurve ~~c/F ist bekannt, sie ist auch in
Fig. 19 eingetragen. Um B2, Bg zu finden, hat man einfach

Sigfaigeschw.SS

Fig.19.

die Punkte der reellen Achse zu suchen, fur die die Aus-
drucke (22) und (23) ûbereinstimmen. Im Fa,lle 1, d. h. wennb~ ~~+~
entspricht der zweite Teil unseres Integrationsweges dem Wert
JT~O, er schneidet also die reelle Achse in der Na.he des
VerzweiguDgsschnittes in einem Punkte, fur den

e-=o ~=@=-



Für diese Werte 0 fâllt also die Kurve e/~ mit der Kurvee F merklich zusammen (vgl. Fig. 19 das Stück c~ bis c2).
Insbesondere sieht man, daB es in der Nâhe von n, eine

Frequenz gibt (Punkt c2), für die sich das Signal mit Vakuum-
geschwindigkeit ausbreitet; der zugehorige Brechungsindex
ist gleich der Einheit:

e c i.
In allen anderen Fallen (A 2 und B, in Fig. 19 das Stück c~
bis bs) ist auf dem Integrationsweg

r<o,
daher wird für die Schnittpunkte mit der reellen Achse-~(e-o, e->o
also

die Kurve c/~ ver!a,uft oberhalb der Kurve c/ Nach diesen
Angaben kann man die Kurve e/~ ziehen, die wir unter-
suchen wollten.

Die Signalgeschwindigkeitunterscheidet sich nicht von der
Gruppengeschwindigkeit, auBer im Gebiet der anomalen Dis-
persion. Hier wird die Gruppengeschwindigkeit groBër aïs die
Vakuumgeschwindigkeit,wenn der reziproke Wert c/~<~ 1, sie
wird sogar negativ. Die Signalgeschwindigkeitbleibt immer
unterhalb oder wird hocbstens gleich der Lichtgeschwindigkeit
im Vakuum. Die Kurve der Gruppengeschwindigkeit und die
der Signalgeschwindigkeit schneiden sich in zwei Punkten, die,
wie die graphische Diskussion zeigt, Maxima der Signal-
geschwindigkeit sind.

Erinnert man sich, daB unsere Definition der Signal-
geschwindigkeit etwas willkürlich ist, so scheint es mir sinn-
gemaB, nicht eine Eurve,' sondern einen Streifen zu zeichnen,
der die Signalgeschwindigkeitdarstellt, in Fig. 19 etwa durch
die Dicke des Kurvenstriches angedeutet. Das Signal kommt

1) Vgl. hierilber A. Schuster, Einfiihrungin die theoretische Optik.
Leipzig1907. Offenbar hat die Gruppengeschwindigkeitnur insofern Sinn,
a.ls sie mit der Signalgeschwindigkeitübereinstimmt;die negativen Partien
der Gruppengeschwindigkeithaben keine physikalische Bedeutung.



nicht plotziich an, man hat einen zwar raschen aber doch
stetigen Ubergang von der sehr geringen Intensitat der Vor-
lânferzo. der endgültigen des Signais. Ein Detektor, der auf
eine Intensitat gleich der schlieBlichenentspricht, wird die
Ankunft des Signais in Ubereinstimmung mit der obigen
willkürlichen Definition anzeigen; ist er mehr oder weniger
empfindlich, so wird man die Ankunft des Signais etwas früher
oder spater bemerken.

§ 7. Zusammenfassende Resultate.
Die gefundenenResultatewill ich so zusammenfassen: Ich

habe die Fortpflanzung eines Signais besonderer Art im dis-
pergierenden Medium untersucht; hat das Signal eine gewisse
Tiefe im Mittel durchiaufen, so ist es abgeandert: mit der
Geschwindigkeit c kommen die ersten 'Vorlaufer an, ibre an-
fangs auBerst kleine Schwingungsdauer wachst fortwabrend,
ihre Amplitude nimmt zu und bei Berücksichtigung der
Dâmpfung wieder ab, bis die Schwingungsdauer die Eigen-
periode der schwingenden Elektronen im dispergierendenMedium
erreicht hat. Mit der Geschwindigkeit c (K~) <: c, die der
Dielektrizitâtskonsta.nte entspricht, kommen die zweiten Vor-
lâufer an, deren Schwingungsdauer zunachst auBerst groB ist
und dann abnimmt, wâhrend die Amplitude sich ahnlich
verha.lt wie die der ersten Vôrlâufer. Diese beiden Vorlâufer
kônnen zum Teil sich überlagern. Ihre Amplitude ist im all-
gemeinen sehr klein, sie wâchst sehr schnell, wenn ihre

~mplitude

Ersrere Zwe!re
Vo.r18ufer Vorlaufer.. Ankunhdes Signals

Fig. 20.

Schwingungsdauer sich der des Signais nâhert. Das Signal
kommt mit Signalgeschwindigkeitan; es ist noch einige Zeit
deformiert durch die sich ihm überlagernden Vorlaufer. Der
zeitli&he Verlauf der Lichtbewegung ist schematisch in Fig. 20
dargestellt für den Fall, daB die Periode des Signais groBer



ist als die Eigenperiode der Elektronen im dispergierenden
Mittel.

Ich will noch einige Bemerkungen über dieAbhângigkeit
der Intensitât der Vorlâufer von der Tiefe anfügen. Eine
durch die augenblickliche Frequenz (vgl. p. 225) charakterisierte
Schwingungsbewegung komme in der Tiefe zur Zeit tl, in

zur Zeit an; dann ist
~1 ~2 /“) ~t C ~9 C 0
~t ~i X2

Der Wert der reduzierten Zeit 0, die die Dimension einer
reinen Zahl hat, charakterisiert unabhangig von dér Tiefe die
Frequenz der Schwingungsbewegung. Auch die Abszisse des
Sattelpunktes ist von t und x uur in der Verbindung 0 ab-
hangig. Um die Intensitâten der Vorlaufer gleicher Periode
für verschiedene Tiefen zu vergleichen, müssen wir die For-
meln (19) (bzw. 19') und (20) benutzen, die die GroBen 0, b oder
b' enthalten. Man sieht, daB für eine bestimmte Periode die
Amplitude sich ândert wie

2 b'–= e s e die zweiten Vorlaufer,x
e
e für die ersten Vorlaufer.

Die Vorlaufer erfahren also eine gleichma,6ige Intensitats-
verminderung, die unabhângig von der Periode und umgekehrt
proportional x ist, auBerdem eine mit der Tiefe exponentiell
zunehmende Absorption. Letztere ist selektiv, der Koeffizient
ha.ngt von der Periode ab; er verschwindet für die Schwingungs-
dauer 0 und oo.

Die Ausführung des folgenden Experimentes scheint mir
nicht uumoglich: In ein absorbierendes Medium dringt ein
Signal ein; in hinreichender Tiefe wird sowohl das Signal
selbst als diejenigen seiner Vorlaufer, die eine exponentielle
Absorption erfahren, unmerklich sein. Man wird nur die Vor-
laufer mit der Schwingungszahl 0 und oo beobachten konnen.

Wahrend ich in dieser Arbeit den Fall eines Korpers be-
handelt habe, der nur eine Eigenperiode, nur einen Absorptions-
streifen hat, hoffe ich, dies bald auf den Fall einer beliebigen
Anzahl von Absorptionsstreifen verallgemeinern zu konnen; es



scheint mir gegenwârtigwahrscheinlich, daB es dann nicht nur
zwei Arten von Vorlâufern gibt, sondern daB zwischen zwei
aufeinander folgendenAbsorptionsstreifenVorlaufermit zwischen-
liegenderSchwingungsdauerauftreten. Wâhrend dieSchwingungs-
dauern 0 und oo ziemlich schwer zu beobachten sind, wird man
leicht die Vorlaufer im sichtbaren Gebiet oder in dessen Nâhe
bemerken konnen.

§ 8. Anhang. Die Methode der stationaren Phase.
Es sei ein Integral zu untersuchen von der Form

~<jP(M)C09J~M oder f~(M)e'~M,

das über die reelle n-Achse zu erstrecken ist; sei überall
langsam veranderlich. Dort wo Y sich rasch ândert, oszillieren
cos y oder sehr schnell und das Integral ist praktisch Null.
Man hat daher nur die Umgebung der Punkte der reellen
Achse zu untersuchen, wo Y ein Maximum oder Minimum hat,
d. h. die Punkte der reellen Achse, für die

~=0.
ttm = 0.

-F ist die stationare Phase in diesen Punkten. Die Methode
ist dargestellt bei Lamb zur Untersuchung der Wellen, die
von einem Schiff verursacht werden; sie geht auf Lord Kelvin
zurück.

Man wâre versucht die Methode auf den Fall auszu-
dehnen, wo an Stelle des rein imaginaren i Y ein Exponent
von der Form ~Z auftritt; es scheint, daB man, X als
langsam verânderlich vorausgesetzt, y zusammenfassen und
die vorstehenden Ùberlegungen anwenden kann. Indessen ist X
nicht mebr langsam verânderlich, wenn X und Y reeller und
imaginârer Teil derselben Funktion f sind; sie werden dann
verknüpft durch die bekannten Gleichungen

ax –

ë '~f
wo

M=~+! /'=Z+!F'.
Wenn X auch lângs der reellen Achse im allgemeinen

langsam verânderlich ist, so variiert es doch dort schnell, wo



der imaginare Teil stationar ist. In der Tat, ist für einen
Punkt der reellen Achse ëZ/=0, so heiBt dies, in der
komplexen Ebene berührt eine Niveaulinie fur Y die reelle
Achse. Da aber (vgl. § 1) Niveaulinien fur .T Fallinien filr X
sind, so ist an dieser Stelle der reellen Achse c~/<3~ groB.

Am Anfang dieser Untersuchung habe ich gezeigt, wie

man durch Deformieren des Integrationsweges in der komplexen
n-Ebene schlieBlich nur die Umgebung der Sattelpunkte zu be-
trachten braucht.

Im Falle X = 0 auf der reellen Achse sind die Punkte
stationarer Phase Sattelpunkte; denn man hat in der Tat

~=0, ~=0, d.h.~=00S~
= d. 6?y = 0

und aïs Bedingung der stationâren Phase ë-T/=0. Die
Methode der Sattelpunkte und die der stationâren Phase
stimmen also für diesen Fall überein.

Ist X nicht Null, so liegt im allgemeinen in einem Punkte
stationarer Phase kein Sattelpunkt vor, dann berubrt nur eine
Fallinie die reelle Achse. Dies bietet kein besonderesInteresse,
die Sattelpunkte werden irgendwo auBerhalb der reellen Achse
liegen.

Aïs Beispiel will ich zeigen, daB in dem Fall, mit dem
wir uns beschâftigt haben, diese Methode zu Resultaten führt,
die zum Teil ungenau sind.

Wir hatten das Integral

00

2n J M–yy
+ °°

in dem wir jetzt die Integration über die reelle Achse er-
strecken. Für reelles n ist (vgl. Gleichung 2 u. 7'):

i~=~ jM=~+!
Die Phase ist stationar für~o, e-=o0

dn OM



oder 0-0.
wo U die Gruppengeschwindigkeitbedeutet, die in Fig. 19 aïs
Funktion von n dargestellt ist. Im Gebiet anomaler Dispersion
geht diese Kurve unter 1 und selbst unter 0 herunter. Die
Punkte stationarerPhase ergeben sich aïs Schnittpunkte dieser
Kurve mit einer Parallelen zur reellen Achse im Abstand 0.
Man konnte also Punkte stationarer Phase erhalten für Werte
von 0 kleiner aïs 1 und selbst kleiner als Null. Die Inte-
gration in der Umgebung dieser Punkte würde ein von Null
verschiedenesResultat ergeben, d. h. man fande Vorlâufer, die
sich mit l~berlichtgescnwindigkeit ausbreiteten, was unzu-
treffend ist.

Zum SchluB mochte ich Hrn. Prof. Sommerfeld, dem
ich die Anregung zu dieser Arbeit und wertvolle Ratschlage
verdanke, meinen verbindlichsten Dank aussprechen. Nicht
minder danke ich Hrn. J. Fischer für die sorgfâltige Uber-
setzung meiner Arbeit.
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