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2, TUber die Fortpflanzung des Lichtes in -
dispergierenden Medien;
von L. Brillowin.

8§ 1.
In der folgenden Arbeit nehme ich das Problem auf, das
~ Hr. Sommerfeld in der vorstehenden Abhandlung gestellt hat.
Die Ausbreitung eines einseitig abgebrochenen Signales, um

~ die es sich handelt, fiihrt auf das Integral

‘ 1 | = i(at—kw)
O fha=-L1% |,

das in der komplexen n-Ebene von - 0o bis —co iiber den
Weg u zu erstrecken ist (vgl. vorstehende Abbhandlung § 2,
Fig. 2 und GL (9)). » = 2/ ist die Frequenz, z die Schwin-
gungsdauer des Signals, £ hat den Wert |

@) k=2, |

wo ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum, g den komplexen
Brechungsindex fiir die Frequenz » bedeutet (vgl. 1. c. Formel (13):

. ag )
@) M2:1+n99~2?}%9—n2'

Das Integral (1) stellt das Signal zur Zeit ¢ in der Tiefe 2
des Mediums vom Brechungsindex g dar. Wir bezeichnen den
Exponenten von ¢ mit w:

(3) ' w=—i(nt-—k.1:)=.§v,
4 = —in(@—py),
(4a) -

Ein mit Lichtgeschwindigkeit ¢ fortschreitendes Signal wiirde
in der Tiefe « zur Zeit ¢ = x/c ankommen, d. h. fir @ = 1.
In der vorstehenden Arbeit hat Hr. Sommerfeld gezeigt, daB
ein Signal sich keinesfalls mif ﬁberlichtgeschwindigkeit ans-
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breitet, d. h. daB f (t,:::)-'fiir ® <1 verschwindet. Hs set
auBerdem : .

(41) @—1=>,
(4¢) t— 2 =1,

Ich will nun die Gestalt des Signals untersuchen und
zeigen, dafl man eine exakte Definition des Begriffes der
Signalgeschwindigkeit geben kann und daB dieselbe mit der
Gruppengeschwindigkeit identisch ist auBer fiir Signale, deren
Wellenliinge dem Gebiete der anomalen Dispersion des Mediums. -
benachbart ist. . |

& = seien in der komplexen n-Ebene die beiden Ko-
ordinaten:

n=¢§&+ iy,
X, ¥ seien der reelle und imaginire Teil der Funktion v:
v=X+4177%.

Fiir die Diskussion des Integrals ist es am einfachsten,
den Integrationsweg so zu deformieren, daB X im allgemeinen
groBe negative Werte annimmt; dann verschwindet das Integral
und man hat die Rechnung nur fiir die Teile des Integrations-
weges durchzufiihren, fiir die X dem absoluten Betrage nach
nicht sehr groB ist.

Bekanntlich hat vermoge der Gleichungen

38X _3Y 89X @AY
6¢&  8n '’ 67 o0& |
die Funktion X nirgends ein Maximum oder Minimum von

endlichem Betrage; es konnen nur Sattelpunkte auftreten,
wenn nimlich

—

§X _8X

0 dy

In einem solchen Punkt hat auch die Funktion ¥ einen
Sattelpunkt; er ist bestimmt durch die Gleichung

‘ dv
5) e _o.

= 0.

Im folgehden‘werde ich die komplexe KEbene als topo--
graphische Karte und X als Erhebung betrachten und von
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Niveaulinien und Fallinien (Linien stirksten Abfalls) von X
sprechen. Die Fallinien fiur X sind Niveaulinien fiir Y. Sie
- kionnen nur von den Punkten ausgehen, wo X unendlich 1st,
da ja keine endlichen Maxima und Minima auftreten. Der
Ubergang von einem Tal in ein anderes erfolgt am einfachsten
iiber den Sattelpunkt. Die Integration in der Nahe der
Sattelpunkte wird uns besonders interessieren.’) Hs wird sich
zeigen, daB die fir uns in Betracht kommenden Sattelpunkte
immer in der Nahe der reellen Achse liegen.

Nach (5) lautet die Bedingung fur den Sattelpunkt mit
Riicksicht auf (3):
dk

(6) t— o =0.

Wenn n reell ist, d. h. wirklich eine Frequenz darstellt,
so ist die Gruppengeschwindigkeit dieser Frequenz (vgl. vor-
stchende Abhandlung § 1) gleich dn/d k. Folglich liegt zur Zeit ¢
der Sattelpunkt an der Stelle derjenigen Frequenz n, deren
Gruppengeschwindigkeit gleich #/¢ ist. -Bei der Ausfithrung der
Integration darf man sich nun auf die Nachbarschaft des
Sattelpunktes, d. h. auf die Nihe dieser Frequenz beschrinken.
Daraufhin konnen wir bereits angenshert sagen, dab jede
olementare Schwingungsbewegung des Signals sich mit ihrer
Gruppengeschwindigkeit ausbreitet, wenigstens solange wir 1m
Gebiete normaler Dispersion bleiben.

Ubersicht, In § 2 soll die komplexe n-Ebene untersucht
werden, insbesondere die ‘Nahe der Punkte, wo X Null oder
unendlich wird. & 3 gibt die Lage der verschiedenen Sattel-
punkte, ihre Verschiebung in Abhsngigkeit von der Zeit und
einiges iiber die GrioBenordnung der in die Formeln eintre-
tenden GroBen. In & 4 wird der mit der Zeit wechselnde
Verlauf des Integrationsweges verzeichnet. Hieraus ergeben
sich bereits einige. allgemeine Angaben iiber die Signal-
geschwindigkeit. § 5 enthilt die Integration in der Nahe der
Sattelpunkte, d. h. die Berechnung der Vorliufer. Diese Fr-
gebnisse erlauben in § 6 die Signalgeschwindigkeit auch fir

1) Uber die Methode der Sattelpunkte und ihre Anwendung vgl.
P. Debye, Math. Annalen 67. p. 535. Sitzungsber. d. Bayer. Akad. 1910;
zuerst bei Riemann, Ges. Werke, Leipzig 1876, Nachlab p. 400.
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den Fall anomaler Dispersion anzugeben.  Den SchluB bildet
eine Bemerkung iiber den Vergleich der benutzten , Methode

der Sattelpunkte® und der sogenannten ,,Methode der sta,tmnaren |
Phasge¥,

§ 2. Untersuchung der komplexen n-Ebene,

'Wir suchen die Gebiete der komplexen n-Ebene, in denen
der reelle Teil X des Exponenten negativ ist. Die Grenzkurve
wird gegeben sein durch die Gleichung X = 0. Wir wissen
bereits, wie X sich im Unendlichen verhilt (vgl. Sommer-
feld, L c. § 4):

fir ® <1 ist X im Unendlichen

negativ unendlich oberhalb der reellen Achse,
positiv unendlich unterbalb der reellen Achse,
fir ® =1 verschwindet X im Unendlichen,

fir @ > 1 ist X im Unendlichen,

positiv unendlich oberhalb der reellen Achse,
negativ unendlich unterhalb der rellen Achse.

Andererseits haben wir auf der reellen Achse (vgl.Sommer-
feld, 1 c. Formel (16))

@ k=221 4 ia),

(A = Wellenlé,nge im dispergierenden Medium, = Absorptions-
index.) Nach Gleichung (2) kann man dafiir schreiben

k = i;” lu’r(]' +.ix)?
wenn der komplexe Brechungsindex gegeben ist durch
() po=prip =0,

¢/u, stellt bekanntlich die Phasengeschwindigkeit 7 dar.
Jetzt ist nach (4) der reelle Teil von v = — in (6 — u)

| X=—np,=—nuxp_.

X 18t also auf der reellen Achse negativ auBer fir die
Frequenzen n, fiir welche der Absorptionsindex  verschwindet.
Dem absoluten Werte nach ist X groB fir das Gebiet ano-
maler Dispersion, klein fiir sehr kleine oder sehr groBe =

Ich betrachte jetzt X auf der Geraden 5 = — g, die be-
stimmt ist durch die Punkte W,, ¥, (wo X verschwindet) und
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U,, U, (wo X unendlich ist) und in der Nahe der Verzweigungs-
schnitte N, U, und N, U,. Die Koordinaten dieser Punkte sind’
(vgl. Sommerfeld, Le. § 4): |

s U, n==0 o= L Vn’—¢?
NN,  u=—¢ &=iVniva—gt.
Auf der Geraden 7 = — ¢ hat u den Wert |

ist also positiv reell in den Intervallen 0 < § < &, §,< § < 00,
und rein imaginir fir £, < § < &, und zwar positiv auf dem
einen Ufer des Schnittes & £.,, negativ auf dem anderen.
Um -diese Zeichen zu bestimmen, betrachten wir g in der
Nahe der Punkte U, N,.

Fir die Umgebung von N, setzen wir

a

nﬁ"i9+§n+rei 3
wo r, ¢ Polarkoordinaten um %, bedeuten, und finden

9 2, ia
=3 Tre ,
(9) “
Daher fiir |
' ]/2&,,?‘
e =10 Mo = —¢
o =T u u 1472
_ = 7 = o, 0
2 5 V
o == e =+ o ¢,
v == I el
- 9 l’l’_..g_ = VE ’
@ =—TN [fiy = — ll.

Ebenso sei in der Umgebung von U:

n= —ig+ fm+ Re ",

dann wird
9 2 —iw al + iz —w)
ue = — e = — e
(10) 7 | 280 R :-;—ca 280 R ?
- = ——_Ha‘ ei 2
. V?EooR
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also fiir
0 =7x =+OO,
7T
w= 0 p, = -+ 100,
3

o= 3. =(1-—%oc0,
2 2

©w=2n Mo = —100.

Dies ist in der nachstehenden Fig. 1 angedeutet. Nun
sieht man leicht, daB X (= reeller Teil von v = — in (0 — u))
in der Nahe von N, auf beiden Ufern des Schnittes negativ
ist. Denn wir nehmen O=1 (vgl. §1). In der Nihe von
U dagegen ist X negativ am oberen Rand des Schnittes und
am andern positiv.

?? .'.
O P
O ‘ 1\.//”-’_—_—__
B I R R ) BV B :
| e {'H's k N]‘1 i ./‘ ] Kurve u,
VA BT Kurve 4 u;
Fig- 1- '/ _-" teeeen Kurve :{: gfu'?—
Fig. 2.

Formel (8) liefert den Wert von y auf der Geraden f= —0.
Wir leiten daraus den Wert von X ab:

ist u reell: - X=—p0O—pn),
ist p rein imaginir: X=— (0 O+ §p,).

In Fig. 2 sind zur Abszisse § (diese auf der Geraden 5 = — 0
genommen) u,, + u, 4 (/o) g, als Ordinate aufgetragen. Die
Punkte X = 0 ergeben sich dann als Schnittpunkte von u,. oder
von - (&/o) u, mit einer Parallelen zur &-Achse im Abstand 6.
Fir @=1 liegt einer dieser Punkte zwischen #, und U/, und
zwar am unteren Rand des Schnittes, seine Abszisse st £= AC.
Mit wachsendem @ verschiebt er sich von &, gegen U,. Ein
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zweiter Schnittpunkt mit der Abszisse § = 4 B kann zwischen
0 und U, auftreten. _

Aus dem Verhalten von X in der Nihe von U, folgt, dab
“die Kurve X =0 von diesem Punkt U ausgehen muﬁ Fir
die Umgebung von U wax

daher |
X=—00+- 2§co (931112——-5&0003—5——
Sei @, eine Losung der Gleichung
O)l ‘EDO
tg T ? 3

50 ist, £s > ¢ vorausgesetzt, w, ein Winkel nahe an =, der
bis auf Vielfache von 2w deﬁmert ist. Dsann W1rd

- &)—COI
X=-~—Q@+——sm -

vE T

. 92+§:§_
b—a]/ 5 En

Die Eurve X= 0 ist dann fur kleme R und kleine o — - 0,
die Spirale

2006 5
® = o, | Qb V£,

mit der Abkiirzung

7

die in U, die Gerade w=0, -

~ beriihrt. 0 R
Nebenstehende Fig. 3 - '

zeigt das Bild der komplexen RlA"f%_%/ A

Ebene in der Umgebung des S

Schnittes U, N,, In dem |

schraffierten Gebieten ist X . Fig. 3.

negativ. .

8§ 3. 'La.g.;e\der Sattelpunkte. -

Was uns am meisten interessieren wird, ist nicht so sehr
die Kurve X = 0 als vielmehr die Zage der Sattelpunkte.. Sind
diese einmal gefunden, so wird sich der Integrationsweg als
Fallinie iiber die Sattelpunkte ohne Schwierigkeiten angeben

Annalen der Physik. IV. Folge. 44. - ; 14
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lassen. Die Kurve X = 0 ist eine der zu den Fallinien

- orthogonalen Niveaulinien.

~A. Umgebung des Anfangspunktes.

Um die Sattelpunkte in der Umgebung des Anfangspunktes
zu finden, entwickeln wir u nach steigenden Potenzen von n:

o . af 1/ m®—240n — n? | 9 8 .2
‘u_l/1+9z02-—2?;9n—-n2ml/nf—-.ﬁz’gn—ng (my” = my -I—a)..
Wir haben zu entwickeln (n,? — a)/(r,2 — &), Wo & = 24 pn + n?
klein ist gegen #,% und n,®:

%22 ‘_"‘a %22 1 - x 1 o -
nﬂﬂ-—a_ %02 ?@22 + 2+ T ?

”0(1+_W+ )

(11) . .u‘=%—2+An(n+2i9)+....,
) |
wenn ¢ eingesetzt wird und 4 definiert ist durch
4= 20,° ny

| Nach (4) wird nun

(12) v=—in(®— ,u,)-——m(b ——An(n—[—2zg))
wenn gesetzt wird (vgl 4b)

(12) =0 Top— (2o ).

n %
Unm die Sattelpunkte z;ﬁnden, h;ben wir zu bildeﬁ
4Y_0, b —An@Bn 1-4ig)=0.
Die Wurzeln dleser Glelchung sind |
N = — — 1/3 b’ 49
Fall 41: ¥ < gd o?; die Sattelpunkte smd gegeben durch
(13) | "t%f(fgé’i“—g e:f); |

“sie liegen auf ‘ﬂer' imaginiren Achse symmetrisch. zum Punkt

- §=0, 7=—29. Man zeigt leicht, daB die Fallinien durch

diese Punkte zu den Achsen parallel sind (vgl. Fig. 4). Die
- Pfeile deuten die Richtung des Anstlegs auf den Fa.lhmen an,
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Fall 4 2: b > 4 4p? die Sattelpunkte liegen auf der
Geraden 7 = —% o symmetrisch zur imaginiren Achse:

(14)

'-ﬁi’---ﬁa.&’_-- ______________
N, U, | Uy Ny

Fig. 4.

Die zugehtrigen Fallinien sind wunter 45°¢ gegen die
Achsen geneigt (vgl. Hig. b).

7
- . :
¢ [%5¢
S VM - Se- -z e 1%
Nz U2 U’] N’T
Fig. 5.

Fall 4 3: 0" = 4 4 0% 1n diesem Fall existiert ein spezieller
Sattelpunkt |

(15) n=—}io,

fir den gleichzeitig dv/dn und d?v/dn? = i A(6n -+ 4i ) ver-
schwinden. Um in der Umgebung dieses Punktes » zu berech-
nen, fiihren wir Polarkoordinaten », ¢ um den Sattelpunkt ein:

n= -—L2ip - rea;
dann wird =
- 14%*
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v i(—=0n - And L 200 4n%) ={4(— Lt 0%n + 2ipn? + 2¥)

V=, +

Fig. 6,

D'=440%{d h

Z.A?‘?’ ei3a

Daher

X=X,— 4r¥sin8¢.

Fig. 6 gibt das Bild dieses
Sattelpunktes und den Verlauf
der Fallinien in 1hm.

Die beiden Sattelpunkte,
die zunichst auf der imaginiren
Achse liegen, néhern sich also

mit wachsender Zeit, fallen im
Augenblick

4
@=%+3Aﬁ

in einen speziellen zusammen und riicken dann symmetrisch zur

imaginaren Achse auseinander.

B. Sattelpunkte'in

groBer Entfernung.

Wir betrachten die komplexe z-Ebene fiir groBe » und

| PR 2 2
vernachlissigen 7,2 gegen nZ

Dann wird nach (2)

2 a® _ o’
p _1+n02—21£9a9—n2 1 n(2¢¢ + n)
oder, da das zweite Glied sehr klein ist:
a® 1
(16) ‘"’=1_?n(2ég+n)'
Formel (4) ergibt dann
. . L. a? 1
o= = im0~ py=—inb—i T ol
wo @ — 1 =D (vgl. 4b). - Die Sattelpunkte sind definiert durch
dv or 1 .
an = 0 b"_z"(2z’g+n)‘~'_
Hieraus
(17) n = — 2ig £ § E =

”

b
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Wir haben also auf der Geraden 7 = — 2p symmetrisch
zur 7-Achse zwei Sattelpunkte. Fiir v schreiben wir dann

aﬂ

72 1
—2_(5?2_}_ 7-’-’59"‘”).

Die Niveaulinien fitr X durch n, sind die Parallelen zu

V= —1

den beiden Achsen. (Auf der ganzen Geraden 7 = — 20 wird
in den Grenzen, in denen die Niherung gilt, X = — 29 D). Die
Fallinien sind unter 45° geneigt (vgl. Fig. 7). Fir 2 =0
liegen die Sattelpunkte auf der Geraden 9 = — 2¢ im Unend-

lichen, mit wachsendem b verschieben sie sich auf dieser Ge-
raden im Sinne der abnehmenden |£|; ist » einigermaBen'groB, so
daB &, nicht sehr groB ist im Vergleich mit »,, d. h. ndhert
sich der Sattelpunkt dem Verzweigungsschnitt, dann verliert
die Anndherung ihre Giltigkeit. Man kann zeigen, dal die
Sattelpunkte die Gerade 5 = — 2p verlassen, um sich lings
der Kurve, die angenshert in Fig. 7 eingezeichnet ist, dem
Verzweigungsschnitte zu nihern.

7
1 O g
e lg g~
%'Nﬁth iﬁ¢..-fr~~,.,¥
————— Linie
Fig. 7.

Fiir sehr kleine Zeiten b (@ nahezu = 1) gibt es auBer
diesen Sattelpunkten noch zwei weitere auf der imaginéren
Achse zu beiden Seiten des Anfangspunktes, die sich mit
wachsender Zeit der reellen Achse n#hern, Ks sind Jene,
welche wir fiir etwas griBere Zeit © unter 41 in der Nahe
des Anfangspunktes gefunden haben. Thre genaue Lage 1ist
nicht von Wichtigkeit. | |

Grofenordnung. Hier ist die Stelle tiber die GrtBenord-
nung der verschiedenen Konstanten, die in die Formeln ein-
treten, einige Angaben zu machen.
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| Die im dispergierenden Medium durchlaufene Tiefe nehmen
wir gleich
z=1cm.

Die Wellenléinge des auffallenden Signals sei in Lauft ge-

messen Ay =05u=5-10"%cm,
dann wird die Frequenz ‘
W=2ﬂfc= 2. 101
7 5103
Die Eigenfrequenz des Mediums nehmen wir zu
Cmy=10.w=4.10%.
Der Brechungsindex fiir die Frequenz » sei

— 4.1015,

p=15.

Diese Angaben erlauben in Verbindung mit der Annahme
verschwindender Absorption (¢ = 0) die Berechnung der GriBen-
ordnung von 22 Nach Formel (2 ist

a

F"2=1+ ‘3_-

%02—1’

a? = (u? — 1) ((‘%)2 — 1) 22 =1,25.99.0%=1,24.72,
also nahezu a = n,. Hieraus

n, = Yn,2+ a® = 1,b-n, = 6.10'6,
Der Koeffizient 4 war definiert durch |

a? a® 1 '
A = ~ A~ —.107338,
2n3n, 3wyt 5

Ich will auch eine Angabe iiber die GroBenordnung des
Koeffizienten ¢ machen nach ,,Goldhammer, Dispersion und
Absorption des Lichtes®.)) Man findet p. 126 Angaben iiber
‘die GroBenordnung des logarithmischen Dekrements » fiir
einige Stoffe. Dieses Dekrement hingt mit unserem p zu-
sammen durch die Gleichung |

"
¢ = 2

Versuche mit Bosin und Fuchsin ergeben etwa
v = (0,45

fir Quecksilberdampf ist 7 = 0,8, fiir Joddampf ist (. ¢. p. 57)
die Dampfung sehr klein. |

1) Leipzig 1913.
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.- Die folgende Tabelle gibt die entsprechenden Werte von .

y | 0,06 0,3 0,45 0,6 0,9
ojn, | 10—%  5.107%  7,5.107%* 107! 1,5.107°

In allen gewohnlichen Fallen ist also ¢? klein gegeh
ny% etwa o} =5.10"%x,2.

§ 4. Sukzessive Verlagerung der Sattelpunkte in Abhingigkeit
von der Zeit. 'Wahl des Integrationsweges. -

Die nachstehenden Figg. 8—14 zeigen den Anblick, den
die komplexe Ebene fiir verschiedene Zeiten darbietet. Is ist
nur die Halbebene dargestellt, man sieht aber leicht, dal zwei

¥

-
o ’”fz‘%;.vq ;
t<0 o | " (=0
Fig. 8. - Fig. 9.

Punkten n = + & + 47, die zur imaginiren Achse symmetrisch
liegen, die Werte » = X - ¢ ¥ entsprechen, so dab die Figuren
symmetrisch sind in bezug auf die imaginiire Achse. In den
schraffierten Gebieten ist X negativ. Die wichtigsten Fallinien
" sind eingezeichnet; sie gehen von den Punkten, wo X negativ
unendlich ist, aus bis zu den Stellen, wo X positiv unendlich
ist. Diese Punkte sind die beiden Punkte U und (auBer fur
t = 0) der unendlich ferne Punkt in Richtung der imaginiren
Achse. Ich erinnere an die Bezeichnungen

il e .
O—-1=9 %b=t

Fiir £< z/c herrscht Ruhe; das Integral verschwindet; die
ersten Vorlaufer des Signals kommen an mit der Geschwindig-
keit ¢, d. h. zur Zeit t = 0 (vgl. Sommerfeld, 1. c.).
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Fir den Zeitpunkt t = 0, der in Fig. 9 dargestellt ist,
bildet der Kreis mit unendlichem Radius einen Teil der Kurve
X =0. Man kann auch hier den Integrationsweg nach oben
ins Unendliche ziehen, das Integral verschwindet, aber nicht
mehr exponentiell, sondern wegen des Faktors 1/n — .

- Fiir £ > 0 ersicht man aus den Figg. 10—14 die Ande-
rung der komplexen Ebene. Von einem Gebiete, wo X groBe
negative Werte annimmt, gelangt man iiber einen Sattelpunkt
in ein anderes solches Gebiet. Wir werden den Integrations-
weg so ziehen, dal er miglichst lange durch solche Gebiete
hindurchgeht, in denen das Integral praktisch Null ist. Es
bleibt dann das Integral nur in der Umgebung der Sattel-
punkte auszuwerten, und zwar wihlt man am besten als Inte-
grationsweg eine Fallinie durch den Sattelpunkt. Dieser In-
tegrationsweg ist in die Figuren eingezeichnet und seine Ande-
rung in Abhéngigkeit von der Zeit leicht zu verfolgen.

In der Nahe der Sattelpunkte ist die Integration ange-
~nihert auszafithren, wenn die Sattelpunkte nicht zu nahe an
den Schnitten U/ N oder am Punkt » — » liegen. Man kann den -
Integrationsweg durch seine Tangente im Sattelpunkt ersetzen
und den Faktor 1/n — » als konstant betrachten und kommt
so auf elementare Integrale (vgl. § 5). Unter den angegebenen
Beschrinkungen wird die Integration Ausdriicke liefern, die
Vorldufer, deren Amplitude auBerordentlich klein ist im Ver-
gleich mit der schlieBlichen Amplitude des Signals.

Wir wollen nun sehen, was eintritt, wenn der Integrations-
weg dem Punkte n» = » (v reell) nahe kommt. Wir nehmen
etwa diesen Punkt zwischen dem Anfangspunkt und dem Ver-
zweigungsschnitt 0 < » < n,. Das entspricht dem oben bei
Berechnung der GréBenordnung gewahlten Fall: wir hatten ein
Signal im sichtbaren Teil des Spektrums, das sich in einem
Medium mit einer Higenperiode im Ultravioletten ausbreitet;
Der umgekehrte Fall » > n, wiirde ganz analoge Resultate
ergeben, |

Mit zunehmender Zeit verliauft der Integrationsweg zunzchst
oberhalb und links von dem Pole », geht dann durch ihn hin-
durch und verlauft endlich rechts und unterhalb desselben.
Er ist dann durch eine Schleife um den Pol zu erginzen
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(Figg. 15a, b, ¢). Im ersten Fall (Fig. 15a) liefert die Inte-
gration ein oszillierendes Glied, dessen Amplitude bis etwa
1/, der schlieBlichen Amplitude zunimmt (Fig. 15b) Dann

7
ﬂ ’I, 7 ’r' o
l el o~ - £ Z. 2" g
l ~ " § | /,’.n"v I \\:‘.. 4
rd ,’ I’
a b 'd
Fig. 15,

muf man einen festen oszillierenden Ausdruck, der die schlief-
liche Amplitude hat und gegeben ist durch die Schleife, super-
ponieren einem Ausdruck mit negativem Vorzeichen, dessen
Anmplitude von !/, der schlieflichen abnimmt bis zu sehr
kleinen Werten, und der gegeben ist durch den anderen Teil
des Integrationsweges. Die Figg. 16 u. 17 stellen diese ver-
schiedenen Ausdriicke und ihre Superposition graphisch dar.

e = - e m mm e, - - e R eEm -

R e

Fig. 17,

In der Tat, wenn der Integrationsweg ganz in der Niahe des o
Poles verlauft, liefern seine entfernteren Teile einen zu vernach-
lassigenden Beitrag; es geniigt die unmittelbare Nachbarschaft
des Poles zu beriicksichtigen., Man kann dann im Integral

2m- ¥ — ¥

nt — kx als konstant betrachten gleich vi— kz, wobel {vgl.
(leichung 7)
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B=2T0 4 in).

Sind ¢, w Polarkoordinaten um », so wird

an = 7d @
w—_—
und fiir das Integral folgt |
2 2ma @
— iyt ——=x —— —Zax—
9%(2'8 e l)e 1 Lfdm):e § 19111(11#——275-%)0)-
| 2 J A)2xm

Fiir die volle Schleife ist @ /27 = 1. Das erste Glied stellt
also die schlieBliche Schwingung dar. Fir den Weg in Fig. 15Db
hat man ®/2% = }, was die vorausgehenden Behauptungen
rechtfertigt. Ich werde nicht die vollstindige Berechnung der
Integration in der Nihe des Poles geben, die ziemlich er-
miidend ist und nichts mehr liefert, als die eben angestellten
Uberlegungen. '

Wir sehen also, daB in dem Momeni, wo der Integrations-
weg den Pol trifft, die Intensitit der Schwingung sehr rasch zu-
nimmt; vorher war sie sehr klein (vgl. unten die GréBenord-
nung der Vorliufer) und wird nun von der GriéBenordnung
der schlieBlichen Intensitit. Wir haben in diesem Moment
die Ankunft des Signals, die uns erlaubt eine Sigralgeschwin-
digheit zu definieren. Von dieser werden wir namentlich zeigen,
daB sie der Gruppengeschwindigkeit gleich ist, wenn wir -

weit vom Verzweigungsschnitt
7 entfernt sind, d. h. wenn das
Signal eine von der Eigen-
periode des Mediums stark ab-
weichendeSchwingungsdauerhat.

DerSattelpunkt C verschiebt
sich mit zunehmender Zeit im
Sinne wachsender Zeit & (Fig. 18)
auf einer Geraden, die zur

Fig. 18, reellen Achse parallel ist und
- kleinen Abstand von ihr hat
(CD =4%p sehr klein gegeniiber der Abszisse & [vgl
Fig. 5]). Von den Fallinien durch den Sattelpunkt, die unter
45° geneigt sind, ist die eine unser Integrationsweg; sie schneide
die reelle Achse in B. Zeichnen wir die Fallinien in der Um-
gebung des Sattelpunktes, so sieht man, daf eine von ihnen




Die Fowtpﬂanzzéng des Lichtes in dispergierenden Medien. 221

die reelle Achse im Punkte D beriihrt, der dieselbe Abszisse
hat wie der Sattelpunkt C.
- Nach Definition ist der Zeitpunkt der Ankunft des Sig-
nals der, in dem der Punkt B den Pol P erreicht. Die Ent-
fernung D B = CD ist sehr klein. Ich will zeigen, dab das
Signal mit einer der Gruppengeschwindigheit genau gleichen Ge-
schwindigheit ankime, wenn wir die Ankunft des Signals defi-
nierten durch den Zeitpunkt, wo der Pol P vom Punkte I) er-
reicht wird.

In der Tat ist auf der reellen Achse (nreell) k=% 4 <k;
wenn man den reellen und imaginiren Teil trennt, wird |

w=—ilnt—ha)=—ho—int—ka=2(X+iF).

In D ist die reelle Achse Tangente an eine Fallinie fiir
X, die dazu senkrechte Richtung ist also Niveaulinie fir X:

X g=_97
on dE?
daher
ik,
t — dnx—()
oder
4

wo U die Gruppengeschwindigkeit bedeutet. Nun ist die Abszisse
- des Poles P gleich », der Frequenz des Signals, U sei die
zu » gehorige Gruppengeschwindigkeit; der Pol wird vom Punkte
D erreicht zur Zeit ¢ =2/U,, wo x die vom Signal durch-
laufene Strecke ist. Wiirde dieser Zeitpunkt die Ankunft des
Signals definieren, so hieBe dies, das Signal breitet sich mit
Gruppengeschwindigkeit aus. |

Uber die Fortpflanzungsgeschwindigkeit eines Signals,
dessen Frequenz in das Gebiet anomaler Dispersion {fallt,
vgl. § 6.

Die Signalgeschwindigkeit definiert also den Moment der
Ankunft des Signals mit merklicher Amplitude, wihrend die
Phasengeschwindigkeit nur die Anordnung der Phasen im
Signal bestimmt (vgl. Sommerfeld, 1. c. § 4).
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8§ 5. Die Vorldufer.

Im vorausgehenden Paragraphen haben wir die Lage der
- Sattelpunkte berechnet und gezeigt, wie der Integrationsweg in
ihnen verlduft, und wollen nun die Berechnung des Integrals
in der Nahe der Sattelpunkte ausfihren. Wihrend das Passieren
des Integrationsweges tiber den Pol uns die Signalgeschwindig-
keit geliefert hat, wird die Integration in der Nahe der Sattel-
punkte untergeordnete Glieder liefern, die Vorlaufer, deren In-
tensitdt sehr schwach ist im Vergleich zu der des Signals.
Wir fuhren die Rechnung in derselben Reihenfolge aus, in der
wir in § 3 die Lage der Sattelpunkte bestimmt haben

'A. Battelpunkte in der Umgebung des Anfangspunktes.

Fall A1. Fir b < 4 4 0? haben wir zwei Sattelpunkte auf
der imaginiren Achse gefunden. Der Integrationsweg geht durch
den Sattelpunkt mit der Ordinate (vgl. Formel 18, Fig. 4)

Ny -——9+ ]/402 L

parallel zur reellen Achse. Wir setzen in der Nihe des
Sattelpunktes, wenn £ eine kleine reelle GroBe bedeutet,

n = iﬂ_’p + &,
und entwickeln in der Nahe dieses Sattelpunktes die Funktion
aus Gleichung (12); die Glieder erster Ordnung verschwinden
(dvf/dn = 0 im Sattelpunkt) und die Glieder zweiter Ordnung
sind reell, da wir auf einer Fallinie fiir X (d. h. auf einer
Kurve Y = const.) bleiben. Man findet so

v=uv, — B§?, |
wobei v =, (0 4 Ay, (n, + 2 9))
-  B=A4@B9,+ 29).
v,, der Wert der Funktion v im Sattelpunkt 1st reell, v =X

?
YP = 0, was wir noch benutzen werden. Dies Resulta.t 1§t |
ﬁbrlgens leicht verstindlich und gilt auch fiir Sattelpunkte in
grofer Entfernung vom Anfangspunkt, fir die die angeniherte
. Formel (11) unexakt wire. Der Sattelpunkt liegt nimlich auf
der imaginiren Achse, die Fallinie, die wir als Integrationsweg
benutzen, 'geht durch ihn hindurch und verliuft symmetrisch

zur imaginiren Achse. Auf dieser Kurve muB 7 einerseits
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konstant bleiben (§ 1), andererseits nimmt es fiir Punkte sym-
metrisch zur imaginéiren Achse entgegengesetzt gleiche Werte
~an (vgl. Anfang des § 4); es ist also notwendig ¥ = 0.

Nun ist in der Umgebung des Sattelpunktes das Inte-
gral ¢ zu berechnen:

- &

Z 2 oy ~ L pe
(18) f=-.§-‘1;; U[;_ydn=32n f“’%_y dg.

‘ ' + ¢

Damit die Niherungsmethode zuldssig sei, miissen die Gren-
zen -+ &, zwischen denen ich das Integral nehme, klein sein
in bezug auf andere GroSen in der =n-Ebene, z. B. n,.
Am Ende des § 3 habe ich gezeigt, daB folgende GriBen-
ordnungen zul#ssig sind:

v=4.101, 5 =4.101, 4=21.10"%8,

Andererseits fordert die angenfiherte Formel fiir den Brechungs-
index, dab im Sattelpunkt # 2 sehr klein sei gegen 7, Nehmen
wir 7, = 2 - 1072, ~10'%, so findet man |
B=3A4An,=§-1017738 = 35.10718,
und 2 B2 % 1071810 = 9410720,
e 30 -

‘Die Naherung wird giiltig sein, wenn ich ein gegen =, kleines ¢

x
— = B

so finden kann, daB die Exponentialfunktion ¢ °  praktisch
Null ist. Ks geniigt anzunehmen o

Z B = 5.
[#] .

Setzen wir die vom Licht durchlaufene Strecke z = 1 em;
so erfordert dies:.

2621072 =5, 2= 25.10%,

5. 1014 = ™
e¢=5.10 05

Fir eine Tiefe # = 100 cm findet man & = 5 - 102 = n,/1000.
Diese Werte sind aber zulissig fiir unsere Rechnung.
n — v wird in diesen Grenzen als konstant betrachtet:

1 1 - ?’"*"iﬂp

—

—

M=y Ay — vt ot

und es bleibt nur das Integral auszuwerten
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-e
1 -G B 1 /u-ec
A d§=— 2n |/ Buw
al: -
Nimmt man den reellen Teil, so findet man endlich aus (18)

e
nBx’

= — 1
2

v c
= 2 + 1, 7Bz ©
Wir wollen die GroBenordnung von f untersuchen und
seine Anderung mit der Zeit. Die Wurzel ist von der GroBen-
ordnung £ 10, sie nimmt langsam zu; der erste Faktor ist
von der Ordnung 1/2w, also ungefihr 1 . 10735 das Produkt
beider Faktoren wird- von der Ordnung Gio und nimmt zu

mit der Zeit. KEs bleibt noch zu untersuchen, wie der Ex-
ponent sich verhilt; wir haben

~v, =21, + 47,2z, + 20)],
wobei
Sb’
p—“39+ll/49'_ -
7, ist also von der GroBenordnung von /T¥] L?,_A’ dies gibt
x

| — v, ~ %—gﬂp’b'.
Dies ist eine negative GroéfBe von groBem absoluten Be-
trag ((z/c)d’ < 0, 7, groB), die fir b =0 gegen Null geht.
Unsere Annsherung gibt nicht ihre genaune Anderung fiir
o =0.

Im ganzen ist die Funktion f zun#chst nahezu Null,
nimmt dann zu, um fiir ) = 0 einen immer noch sehr kleinen
Wert anzunehmen: |

' 1 e
Tv=0=5,V snewd’

Den Wert von [ tir Zeiten b~ 4 4 ¢? will ich nicht be-
rechnen, es findet ein allm#hlicher Ubergang der nicht oszil-
lierenden hier gefundenen Funktion zu der oszillierenden
Funktion statt, die wir fiir b’ > 4 4 ¢? finden werden. f be-
hilt tbrigens die GroBenordnung von fir—g.
| Fall 42. Wenn ' > £ 40%, haben wir zwei zur imagi-
niren Achse symmetrische Sattelpunkte (vgl. Fig. 5): |

: n-—--—zgg—__}—gp
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(vgl. Formel 14). Der Integrationsweg hat in ihnen die Rich-
tung von Geraden, die unter 45° geneigt sind. Wir setzen
also in der Umgebung dieser Sattelpunkte -

n=—i30£§, +( i),
daher
dn = ( -l—zda-—-]/-e da

" Wie in dem berelts behandelten Fall nimmt der Ex-
ponent v in der Nihe des Sattelpunktes die Form an

o (7.2
=10, Cs -

Man findet
= —VEokif) +id(£§ —ifol(£§,+ito),
=X iti, 0""—" BASP,

UP
”P. » .
L=30(=0+§4e%, V=& (=0 +4E+ 7).

|

Wir haben nun dla,s TIntegral 2—1;8% :

fir die unmittelbare Nihe der genannten Sattelpunkte. Der
Koeffizient C hat dieselbe GroBenordnung wie im voraus-
gehenden Fall der Koeffizient B. In erster Anniherung be-
trachten wir den Faktor 1/ — » fiir jedes der zu den beiden
Sattelpunkten gehorigen Integrale als konstant und setzen ihn

mit dem konstanten Faktor e ™ vor das Integralzeichen. Es
bleibt dann fiir den einen oder anderen Sattelpunkt das

Integral | |
oo &
1 ii—— “‘;082
—n]@e 4fe de,

+ oo
wo o eine kleine GroBe ist. In Riicksicht auf die GroBe
von C hat das Integral denselben Wert als wenn ¢ unendlich
wire, nimlich

— Ve VY=t mEa A’
wenn man C durch seinen Ausdruck ersetzt. Die Integration
in der Umgebung der be1den Sattelpunkte ergibt also im

ganzen | ,
Annalen der Physik. IV, Folge. 44, 15
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x . ) z -
e {3"0_(X3’+1Y1’) $ig 8F(XP‘*Y17) —ig}
=—3l/ w3527 . e s e
7 3|/3ﬂ§pwﬁmi—%%e+§p—-v RESTE ay ”

Nach einigen elementaren Umrechnungen erhélt man schlieBlich

*x ' .
(19) f—- w]/;—;—*TE e ¢ b 4 {(zﬂ ___§p2 - 3 92) cos (—Z— + % Yp)}

T 2 234 02 4,28 2 .
A #teksm(G o+ 5

Der Exponent (z/c) X, ist immer negativ, sein absoluter
Wert wichst mit der Zeit ungefa.hr wie +2(z/c)od =420t

D1e ExponentialgroBe e = *», die zun#chst (" = 0) nahe an 1
ist, nimmt daher allmihlich ab und geht gegen Null, wenn
sich die Sattelpunkte den Verzweigungsschnitten nihern. Die
Wurzel #ndert sich in demselben Sinne mit der Zeit. Den
anderen Faktor werden wir, um sein Verhalten besser iiber-
sehen zu konnen, etwas vereinfachen, indem wir ¢® gegen
v? — £ ? vernachldssigen, was immer erlaubt ist, auBer wenn
der Sa.ttelpunkt in der Nihe des Poles » hegt Man findet
dann

(19) F=p ”*ﬁ%%rwg+iﬁ)
= 592]/3 E,x A € £ )
Ter® + 4o 1’§ 2sm( +-i-f~ Yp)

Man sieht, daf im allgemeinen das cos-Glied itberwiegt,
wenn aber der Sattelpunkt sich dem Pol nihert, ergibt sich
eine Anderung in der Phase, das sin-Glied darf dann nicht
vernachlissigt werden. Der Faktor »/»* — £ 7, der im allge-
meinen von der Ordnung 1/, also sehr klein ist, wird sehr
grof, wenn der Sattelpunkt in die Nahe des Poles riickt.

~ Ich will nun die augenblickliche Frequenz w = 2a/T
dieser Schwingungsbewegung suchen, die willkiirlich definiert
sei als zeitliche Ableitung der Phase, wenigstens wenn das
cos-Glied fiberwiegt, £ also von » stark abweicht:

_d © ) _dY, _dY,.
@ Ez“t‘( + Yp)“da—db”

nun ist
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wenn o® gegen b’/ 4 vernachlissigt wird; daher

2. 2VB¥%
L= =&Y =—" T
S
3 A P

Die augenblickliche Frequenz ist also gleich der Abszisse £,
des Sattelpunktes, d. h. nach obigem (Ende des § 4) gleich der
Frequenz einer Schwingungsbewegung, deren Gruppenge-
schwindigkeit z/¢ ist.

Wir berechnen die GroBenordnung der Amplitude der
Schwingung, indem wir dieselben GriBenordnungen zugrunde
legen wie im vorausgehenden Fall: |

£, =2.10"%n, = 10,
C=2R, ;}-2’_0= 2z .10-20.

Die Amplitude ist bis auf den Exponentialfaktor

1 [/ 2¢ 1
vV aCx™ 30°
Die Vorlaufer haben also eine Amplitude von der Ordnung

g%, d. h. eine Intensitdt von der Ordnung i’o%ﬁ von der des

Signals. Diese Intensitit hingt iibrigens direkt von der Ver-
teilung der Intensitéit im Spektrum des anfinglichen Signals
ab. In der Tat tritt in der Awmplitude der betrachteten
Schwingung der Faktor | |

. ¥ — £2 |
auf, der bis auf den Zahlenfaktor — 1/z die Amplitude der
Schwingung von der Frequenz §, im anfinglichen Signal dar-
stellt (vgl. Sommerfeld, L c. § 2): |

r 2 1
T

vy ng (2n)2'
.

T

Den Ausdruck (19" kénnen wir auch in anderer Form
schreiben, in der nur die GréBen » und t vorkommen. Diese
Darstellung gilt jedoch nur angenihert fiir Sattelpunkte, die
dem Anfangspunkt und dem Pol » nicht zu nahe liegen. Wir
benutzen die oben aufgestellte angensherte Beziehung

15%
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§-— ]/3b' ]/3;19:'

und erhalfen aus (19):

(- 2 .
1 e \L y - —get (E _i_ﬁ,fg_g)
, | : _lzf A% o R _
9%
@ sl
: %9 3Am .
—_ sm t
. o ct

l= "y3Am

Die Integratmn in der Nihe der dem Anfangspunkt be-
nachbarten Sattelpunkte. hat uns also elne Schwingungsbe-
wegung folgender Art geliefert: |

Bis zu Zeiten nahe an t = —b’ = 0 (¢t = & n,[n,c) keine

merkliche Bewegung, bei { nahezu = 0 eine leichte Ver-
schiebung, dann fiur t' > 0 eine Schwingungsbewegung von sehr
kleiner Amplitude, deren Frequenz von Null an wichst. Die
Amplitade nimmt sehr rasch zu, wenn die Frequenz dieser
Vorlaufer sich der des Signals nzhert. Das Signal kommt
nahezu mit Gruppengeschwindigkeit an und nimmt sehr rasch
seine endgiiltige Amplitude an. Doch ist es noch einige Zeit
durch die Vorlaufer deformiert, deren Amplitude sehr schnell
abnimmt, wihrend gleichzeitig ihre Frequenz weiter wichst.
Nzhert sich diese der Eigenfrequenz der schwingenden KElek-
tronen im Medium, so wird die Amplitude ihrer Schwingungs-
bewegung unmerklich. '

'Dies gilt fir den Fall 0 < » < n,, d. h. fiir ein sicht-
‘bares Signal und fiir eine Eigenperiode der Elektronen im
Ultravioletten. \

Den eben gefundenen Teil der Vorlaufer werde mh die
zweiten Vorlsufer nennen; die Integration in der Nihe
der in groBer Entfernung liegenden Sattelpunkte wird uns die
ersten Vorliufer liefern.

B. Sattel-punkte in groBer Entfernung.

Wir haben gesehen, daB fir sehr kleine Zeiten D ein
Sattelpunkt auf der imaginiren Achse zu berlicksichtigen whre
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und daB zwei weitere symmetrisch zu dleser Achse liegen in
den Punkten (vgl (J’lElGhllIlg 17, Fig. 7)

§,= =* Vé -

Die Integration in der Nahe des Sa,ttelpunktes auf der
imaginiren Achse liefert, da er sehr flach ist, einen unmerk-
lichen Beitrag. Ich habe bereits gezeigt (Fall A1), daB das
Integral in der Nihe dieses Punktes zm vernachléissigen ist,
auBer wenn er dem Anfangspunkt sehr nahe liegt; auch wurde
schon erwiihnt, daB auf der Fallinie durch diesen Sattelpunkf,
d. h. auf unserm Integrationsweg Y verschwindet.

Wir beschiiftigen uns also nur mit den beiden anderen
Sattelpunkten, in denen der Integrationsweg als Gerade unter
450 verliuft. Wir setzen daher in der Umgebung dieser
Punkte ‘ |

7, = —20.

——2ZQ+§ + (L Fi)e
T

dn ($zda-—~]/2e Tds,
und finden fiir » die Entwicklung
. De? — e at ,
v=v,— L& =—9 E2$z ?,5;58'
Fir diese Sa,ttelpunkte haben wir die Grenzen 4 e 1m
Integrale -
1 N j L dn
2n ft— v
+ a
- — Dg? ‘
so zun wihlen, daBe ° an diesen Grenzen verschwindet. Die

Néaherungsmethode ist dann giiltiz, wenn e« klein gewihlt
werden kann in bezug auf £, Um dies an einem Zahlen-
beispiel zu zeigen, setzen wir

5—10-72 a =ny=4.10%,.
D=2 =L 1076103 = L1g-1, 2 p_q0-w.
% 4 e .

Die Exponentmlfunktion ist praktisch Null, wenn — (z/c) D &?
etwa, — 10 betragt. Dazu ist erforderlich

10730, 2 = 10, &= 3.105,
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“also von der GriBenordnung &, /100, was wohl zulissig ist.
Die Niherung gilt, wenn die Abszisse §, des Sattelpunktes
groBer ist als »,, ohne jedoch zu grobe Werte anzunehmen,
~was fiir Zeiten  ganz nahe an Null der Fall ware (vgl (17)).

Betrachten wir den Faktor 1/ — v als konstant und
setzen ihn vor das Integralzeichen, so bleibt das Integral aus-

zuwe_rten |
| a® I .
. - — . 3
fe 9° ¢ dg= — 1 l/cn“‘"“-.
| 42 /]

+ o0

- Je nachdem es sich um den einen oder anderen Sattelpunkt
handelt, ist dieser Ausdruck zu multiplizieren mit

?iﬂ @ o a® -$i(a‘-’ :.c+:n‘)
T2, LA | AL
Vze *ef —y2° 20 ® o fp ¢ )

ny, — ¥ —2490+ &, ~» ?

dann hat man die Summe beider Glieder zu nehmen und zum
reellen Teil iiberzugehen und findet so -

‘ _ o Y e Yy —“cet 7] a: k2
(20) ——yz2 (ﬂg w) ¢ ¢ cos (-sp 4),
oder, wenn man statt &, nach Formel (17) iberall { einfiihrt:

200 f=-—-" (20)'45’4 mret cos( l/—t-;-
Vna®
Die ersten Vorlinfer kommen also mit Vakuumgeschwindigkeit
an, denn sie setzen ein fiir t = ¢ — /¢ = 0. Ihre Schwingungs-
‘dauer ist zuerst sehr klein und wichst allmihlich. Definieren
wir wie bei den zweiten Vorldufern eine augenblickliche Fre-
quenz, so sieht man leicht, daB diese auch hier in jedem
Moment gleich ist der Abszisse £, des Sattelpunktes. Die
Amplitude ist zunsichst Null, nimmt dann zu und (bei Beriick-

sichtigung der Dampfung) wieder ab wie der Faktor e ~2¢*,

Fiir den Fall des gewihlten numerischen Beispiels findet

man die Amplitude von der Ordnung 2.1073, die Intensitiit
also von der Ordnung 4 - 10~S.

Die hier angegebenen Anniherungen verheren 1hre Gritltig-

keit fiir sehr kleine t, d. h. fiir sehr entfernte Sattelpunkte. Die

ersten Vorliufer sind nimlich gegeben durch den Ausdruck
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_ 2¢ct xrt
f= J(z 7),

wie Hr. Sommerfeld gezelgt hat (1. c. Formel 33). Krsetzt
man die Besselsche Funktion durch ihren asymptotischen
Ausdruck, so findet man unsere Formel (20'), die daher nur
fiir nicht zu kleine t-Giiltigkeit beanspruchen kann. Der Faktor

e ~2¢! fohlt, da die Formel von Hrn.Sommerfeld unter der Vor-
aussetzung ¢ = 0 abgeleitet wurde. Geht man auf die Grofen-
ordnungen, wie sie am Ende des § 3 gegeben wurden, zuriick,
so fiberzeugt man sich, daB man in den dortigen Belsplelen
o gegen n, mcht vernachlass:gen darf.

§ 6. Signalgeschwindigkeit..

Im vorausgehenden Paragraphen habe ich die Vorldufer
berechnet und an Zahlenbeispielen gezeigt, daB ihre Intensitit
sehr gering ist im Vergleich mit der des eigentlichen Signals.
Ich will mich nun mit der Signalgeschwindigkeit beschiftigen.
Gegen Ende des § 4 wurde gezeigt, daB in dem Moment, in
dem der Integrationsweg den Pol irifft, die Amplitude der
Schwingungshewegung merklich wird — von der GrodBenord-
nung der halben endgliltigen Amplitude. Man kann also,
iibrigens willkiirlich, die Ankunft des Signals durch den Moment
definieren, in dem der Pol v vom Integrationsweg erreicht wird.

Alle diese Uberlegungen bezogen sich auf den Fall, wo
v stark verschieden ist von n, d.h. auf den Fall normaler
Dispersion. HEs scheint sinngem&f an der vorstehenden Defi-
nition in allen Féllen festzuhalten, auch wenn das Signal eine
Schwingungsdauer im GQebiet der anomalen Dispersion hat.

Da » als wirkliche Frequenz eine reelle positive Zahl ist,
liegt der Pol » immer auf der §-Achse zwischen 0 und + oo.

Zeichnen wir die komplexe Ebene fiir ein Signal, wie es
in der Tiefe x zur Zeit ¢ beobachtet wird (Figg. 8—14), so
héingt die so erhaltene Figur nur ab von der Grife |

v=—in(@ —u=X+iY
(vgl. Gleichung 4), sie ist also unabhingig von der Frequenz v
des Signals; sie ist dieselbe fiir eine andere Tiefe z' zu einer
Zeit ¢', die die Bedingung erfiillt (vgl. Gleichung 4a) |
(21) e=e, =l

m!
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Die reelle positive'Achse schneidet den Integrationsweg in den
Punkten 5., 5,,... mit den Abszissen », »,... (vgl. z. B.
Figg. 13 u. 14). Nach der eben eingefithrten Definition wird
ein Signal von der Frequenz», in dem der Figur entsprechenden
Augenblick ¢ eine merkliche Intensitit annehmen. Die Be-
- ziehung (21) zeigt, dab die Zeit ¢ der Tiefe  proportional ist;
das Signal breitet sich also mit konstanter Slgnalgeschwmdlg- |
keit §-aus. Man hat . - |

o et e
t=—§, O =— g

die reduzierte Zeit ® miBt also das Verhaltnis der Vakuum-
geschwindigkeit zur Signalgeschwindigkeit fiir die Frequenz »,.
Die Figg. 10—14 zeigen die Verschiebung der Punkte B, B, ...
mit izunehmendem . Trigt man zu den Abszissen. ”1’ v, .

die Ordinaten ¢/8§ = @ auf, so erhilt man eine Kurve, dle in
Fig. 19 eingetragen ist; den Punkten 5 entsprechen dabei die

Punkte b die dieselbe Abszisse haben.

In § 4 wurde gezelgt daB fiir einen Punkt D (Flg 18)

der komplexen Ebene, in dem eine Falhme fiir » d1e reelle
Achse beruhrt

@& | ' c i
I A A
wo U die Gruppengeschwindigkeit fir die Frequenz &= 0D.
In Fig. 19 ist die Kurve ¢/ U gezelchnet den Punkten D ent-.
sprechen die Punkte 4.

In den Figg. 10—14 kann man lelcht das vollstandlge
Netz der Fallinien ziehen und die Lage der Punkte B und D
vergleichen; man findet so (vgl. § 4 Fig. 18), daB ein dem Ver-
zweigungsschnitt nicht zu naber Sattelpunkt ganz in der Nihe
der beiden Punkte B und 2 liegt, die selbst sehr nahe an-
einander liegen (z. B. B und D Fig. 18, B, D, und B, D, Fig. 13,
B, D, Fig.14). Das heiBt aber, daB in gréBerer Entfernung
vom Qebiete anomaler Dispersion die Kurven ¢/§ und ¢/U
_iibereinstimmen, daB also die Signalgeschwindigkeit gleich der
Gruppengeschwindigkeit ist (vgl. Ende des § 4). Dies gilt nicht
mehr, wenn die Sattelpunkte in die Niahe des Verzweigungs-
schnittes riicken. Aber immer noch gibt die gegenseitige Lage



Die 'Forq)ﬂanzung des Lichtes in dz'spergierenden Medien. 233

der Punkte B und D AufschluB iiber die Lage der unbekannten -
Kurve der Slgnalgeschwmdlgke1t zu der bekannten der
Gruppengeschwmdlgkelt - ’
| Der Integrationsweg schneidet zunichst die. reelle. Achse
in zwei Punkten B,, B,, zwischen denen ein Punkt D, liegt
(vgl. Fig. 13). Fir einen bestimmten Zeitpunkt beriihrt er die
reelle Achse, die Punkte B,, B, und 2, fallen zusammen,
ebenso in Fig. 19 die Punkte 3,, b und d;. Von diesem Zeit-
punkt an trifft dieser Teil des Integratmnsweges die reelle
Achse nicht mehr (Fig. 14). Dies bedeutet, daB die Maxima
der Kurve c¢/8 die Schmttpunkte der Kurven ¢/§ und
¢/ U sind.

Der Integrationsweg, der als Fallinie fiber die Sattel-
punkte gewidhlt wurde, setzt sich aus mehreren Teilen zu-
sammen, deren jeder uber einen einzigen Sattelpunkt geht

(Fig. 10—14):
1. Teil: + co > & > & ~ von + oo bis zum Punkt U
2. Teil: fo>§f> —£& von U bis U '
8. Teil: — &, >§> —00 von U, bis — 0.
Fiir den Fall A2 (§ 3): .
D> 4 4p°
zerfallt der zweite Teil selbst wieder in zwei Teile (Figg. 13
und 14)
Der imaginire Teil ¥ des Kxponenten » bleibt auf dem

Integrationsweg als auf einer Fallinie fiir X konstant, es ist

also fiir jeden Teil
Y=1,.

Bei Berechnung der Integrale in der Nihe der Sattelpunkte
in § 5 habe ich die zugehdrigen Werte von 7 angegeben:

1. Teil: Sattelpunkt in groBer Entfernung (§ 5 Fall B): -
7 =%y ]/% |

» £,
2. Teil: Sattelpunkt in der Umgebung des Anfangspunktes
\ FallA_l V=4do* ¥, =0, |
(22)) Fall A2: 2> $d0% ¥ =§ (=0 -+ 4@E + 407).

(‘Ep"—_ 3 l/ % - 40‘5)
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Nun sollen die Punkte B,, B, berechnet werden, wo unser
Integrationsweg die reelle Achse in der Nihe des Verzwei-
gungsschnittes U NV schneidet (Fig. 13). Auf der reellen Achse
(n reell) 1st nach (4) - - ~ _

@) Te—a®-p)=—n(0-3),

wobei 1, = Brechungsindex, 7 = Phasengeschwindigkeit fiir die
Frequenz n. Die Kurve pu, = ¢/V ist bekannt, sie ist auch in
Fig. 19 eingetragen. Um B,, B, zu finden, hat man einfach

Geschw.

———kure & &
Phasengeschw V

............. furve C L
~ Gruppengeschwl

Kufue G L
Signaigeschw. S

Fig. 19.

die. Punkte der reellen Achse zu suchen, fiir die die Aus-

driicke (22) und (28) iibereinstimmen. Im Falle 41, d. h. wenn
'b’é%Agz, @_éz—j'-l-%ﬁé’z:

‘entspricht der zweite Teil unseres Integrationsweges dem Wert

¥ = 0, er schneidet also die reelle Achse in der Nihe des

Verzweigungsschnittes in einem Punkte, fiir den

& ¢ ']
0—5=0 T=09=7
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Fir diese Werte © fallt also die Kurve ¢/§ mit der Kurve
¢/7 merklich zusammen (vgl. Fig. 19 das Stiick ¢, bis ¢,).
Insbesondere sieht man, daB es in der Nihe von =», eine
Frequenz gibt (Punkt ¢,), fir die sich das Signal mit Vakuum-
geschwindigkeit ausbreitet; der zugehomge Brechungsindex u,

ist gleich der Einheit:"
‘ v S ) _
In allen anderen Fiéllen (A2 und B, in Fig. 19 das Stiick ¢,
bis ;) ist auf dem Integrationsweg

¥<o,
daher wird fiir die Schnittpunkte mit der reellen Achse

...n(@—.;_)<o, 0— L >0
also ‘
< 7 V’

die Kurve ¢/§ verliuft oberha.lb der Kurve ¢ / V. Nach diesen
Angaben kann man die Kurve ¢/§ ziehen, die wir unter-
suchen wollten. :

Die Signalgeschwindigkeit unterscheidet sich nicht von der
Gruppengeschwindigkeit, auBer im Gebiet der anomalen Dis-
persion. Hier wird die Gruppengeschwindigkeit gréBer als die
Vakuumgeschwindigkeit, wenn der reziproke Wert ¢/ U < 1, sie
wird sogar negativ.!) Die Signalgeschwindigkeit bleibt immer
unterhalb oder wird hochstens gleich der Lichtgeschwindigkeit
im Vakuum, Die Kurve der Gruppengeschwindigkeit und die
der Signalgeschwindigkeit schneiden sich in zwei Punkten, die,
wie die graphische Diskussion zeigt, Maxima der Signal-
geschwindigkeit sind.

Erinnert man sich, daf unsere Definition der Signal-
geschwindigkeit etwas willkiirlich ist, so scheint es mir sinn-
gemifB, nicht eine Kurve,; sondern einen Streifen zu zeichnen,
der die Signalgeschwindigkeit darstellt, in Fig. 19 etwa durch
die Dicke des Kurvenstriches angedeutet. Das Signal kommt

1) Vgl hieriiber A. Schuster, Einfilhrung in die theoretische Optik.
Leipzig 1907. Offenbar hat die Gruppengeschwindigkeit nur insofern Sinn,
als sie mit der Signalgeschwindigkeit iibereinstimmt; die negativen Partien
der Gruppengeschwindigkeit haben keine physikalische Bedeutung.
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nicht plotzlich an, man hat einen zwar raschen aber doch
stetigen Ubergang von der sehr geringen Intensitdt der Vor-
laofer zu der endgiiltigen des Signals. Ein Detektor, der auf
eine Intensitidt gleich 1/4 der schlieBlichen entspricht, wird die
Ankunft des Signals in Uberemst1mmung mit der obigen
willkiirlichen Definition anzeigen; ist er mehr oder weniger
empfindlich, so wird man die Ankunft des Signals etwas frither
oder spiter bemerken. |

' S 1. Zuéamme_nfa,ssénde Resultate.

L™

Die gefundenen Resultate will ich so zusammenfassen: Ich
habe die Fortpflanzung eines Signals besonderer Art im dis-
pergierenden Medium untersucht; hat das Signal eine gewisse
Tiefe im Mittel durchlaufen, so ist es abgedndert: mit der
Geschwindigkeit ¢ kommen die ersten Vorlaufer an, ihre an-
fangs #uBerst kleine Schwingungsdauer wichst fortwihrend,
ihre Amplitude - nimmt zu und bei Beriicksichtigung der
‘Dampfung wieder ab, bis die Schwingungsdauer die Kigen-
periode der schwingenden Elektronen im dispergierenden Medium
erreicht hat. Mit der Geschwindigkeit ¢ (n,/n,) < ¢, die der
Dielektrizititskonstante. entspricht, kommen die zweiten Vor-
lsufer an, deren Schwingungsdauer zunichst ZuBerst grofl ist
und dann abnimmt, wihrend die Amplitude sich &hnlich
verhélt wie die der ersten Vorlaufer.  Diese beiden Vorlaufer
-konnen zum Teil sich uberlagern Ibre Amplitude ist im all-
gemelnen sehr klem, gie Wa,chst sehr schnell, wenn ihre

T Amplitude

ES
. . L]
Ersre Zweite l )
Vortsufer  Vorlaufer. . Ankunft des Signals

Fig. 20.

Schwingungsdauer sich der des Signals nihert. Das Signal
kommt mit Slgnalgeschwmdlgkelt an;. es ist noch einige Zeit
deformiert durch die sich ihm uberlagernden Vorldufer. Der
zeitliche Verlauf der Lichtbewegung ist schematisch in Fig. 20
dargestellt fiir den:Fall, daB die Periode des Signals groBer
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ist als die Eigenperiode der Elektronen im dispergierenden
Mittel. o . S '

Ich will noch einige Bemerkungen iitber die Abhingigkeit
der Intensitit der Vorldufer von der Tiefe anfiigen. Kine
durch die augenblickliche Frequenz (vgl. p. 225) charakterisierte
Schwingungshewegung komme in der Tiefe 2, zur Zeit ¢, in z,
zur Zeit ¢, an; dann 1st

4 ty 0. 4 c tgc;ez.

r— —_— S T

o g 1 o5 Ly

Der Wert der reduzierten Zeit @, die die Dimension einer
reinen Zahl hat, charakterisiert unabhingig von der Tiefe die
Frequenz der Schwingungsbewegung. Auch die Abszisse & des
Sattelpunktes ist von ¢ und z wur in der Verbindung @ ab-
hiangig. Um die Intensititen der Vorlaufer gleicher Periode
fir verschiedene Z%fen zu vergleichen, miissen wir die For-
meln (19) (bzw. 19") und (20) benutzen, die die GriBen §, O, b oder
% enthalten. Man sieht, daB fir eine bestimmte Periode die
Amplitude sich andert wie -

r

—Fge %, .. : .
——e 2 ¢ fiir die zweiten Vorlaufer,

Ve
1 —2p -E = ‘ -

f/: e ¢ fiir die ersten Vorldufer.
X

Die Vorlaufer erfahren also eine gleichmabBige Intensitéts-
verminderung, die unabhiingig von der Periode und umgekehrt
proportional z ist, auBerdem eine mit der Tiefe exponentiell
zunehmende Absorption. Letztere ist selektiv, der Koeffizient
héngt von der Periode ab; er verschwindet fiir die Schwingungs-
dauer 0 und oo. |

~ Die Ausfithrung des folgenden Kxperimentes scheint mir
nicht unméglich: In ein absorbierendes Medium dringt ein
Signal ein; in hinreichender Tiefe wird sowohl das Signal
selbst als diejenigen seiner Vorldufer, die eine exponentielle
Absorption erfahren, unmerklich sein. Man wird nur die Vor-
lsufer mit der Schwingungszahl 0 und oo beobachten kdnnen.

Wihrend ich in dieser Arbeit den Fall eines Korpers be-
handelt habe, der nur eine Eigenperiode, nur einen Absorptions-
streifen hat, hoffe ich, dies bald auf den Fall einer beliebigen
Anzahl von Absorptionsstreifen verallgemeinern zu kdnnen; es
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scheint mir gegenwirtig wahrscheinlich, daf es dann nicht nur
zwel Arten von Vorlaufern gibt, sondern daB zwischen zwei
aufeinander folgenden Absorptionsstreifen Vorliufer mit zwischen-
liegender Schwingungsdauer auftreten. Wiahrend die Schwingungs-
dauern 0 und oo ziemlich schwer zu becbachten sind, wird man
leicht die Vorldufer im s1chtbaren Gebiet oder in dessen Nihe
bemerken konnen.

§ 8. Anhang. Die Methode der stationiren Phase.
Es sei ein Integral zu untersuchen von der Form

fgv(n) cos Ydn oder fqp(n)eiydn,

das iiber die reelle n-Achse zu erstrecken ist; ¢ sei iiberall
langsam veréinderlich. Dort wo ¥ sich rasch #ndert, oszillieren

cos ¥ oder ¢'” sehr schnell und das Integral ist praktisch Null.

Man hat daher nur die Umgebung der Punkte der reellen

Achse zu untersuchen, wo ¥ ein Maximum oder M1n1mum hat, -
d. h. die Punkte der reellen Achse, fiir die

dY
an =Y

Y ist die stationiire Phase in diesen Punkten. Die Methode
ist dargestellt bei Lamb zur Untersuchung der Wellen, die
von einem Schiff verursacht werden; sie geht auf Lord Kelvin
zuriick.

Man wire versucht die Methode auf den Fa,ll auszu-
dehnen, wo an Stelle des rein imaginiren ¢ ¥ ein Exponent
von der Form X 4 ¢¥ auftritt; es scheint daB man, X als
langsam verinderlich vorausgesetzt, ¢ e” zusa.mmenfassen und
die vorstehenden Uberlegungen anwenden kann. Indessen ist X -
nicht mehr langsam veriinderlich, wenn X und 7 reeller und
imaginirer Teil derselben Funktion f sind; sie werden dann
verkniipft durch die bekannten Gleichungen

6X 487y oxX 4
08 dgp’? oy

.

|

el

| £’

WO _
n=§_+i77: [=X+:F. _

Wenn X auch lings der reellen Achse im allgemeinen

langsam verénderlich ist, so variiert es doch dort schnell, wo
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der imaginire Teil stationir ist. In der Tat, ist fiir einen
Punkt der reellen Achse 0Y/0&=0, so heiBit dies, in der
komplexen Ebene beriithrt eine Niveaulinie fir ¥ die reelle
Achse. Da aber (vgl. § 1) Niveaulinien fiir ¥ Fallinien fiir X
sind, so ist an dieser Stelle der reellen Achse d X/0§ grof.

Am Anfang dieser Untersuchung habe ich gezeigt, wie
man durch Deformieren des Integrationsweges in der komplexen

n-Ebene schlieBlich nur die Umgebung der Sattelpunkte zu be-
trachten braucht.

Im Falle X =0 auf der reellen Achse sind die Punkte
stationéirer Phase Sattelpunkte; denn man hat in der Tat

3§ X
EH

und als Bedingung der stationfiren Phase 0 ¥Y/0& = 0. Die
Methode der Sattelpunkte und die der stationiiren Phase
stimmen also fiir diesen Fall iiberein.

—0, dh 9¥ ¢

X =0, 5

Ist X nicht Null, so liegt im allgemeinen in einem Punkte
stationirer Phase kein Sattelpunkt vor, dann berithrt nur eine
Fallinie die reelle Achse. Dies bietet kein besonderes Interesse,
die Sattelpunkte werden irgendwo auBerhalb der reellen Achse
liegen. |

Als Beispiel will ich zeigen, daB in dem Fall, mit dem
wir uns beschiftigt haben, diese Methode zu Resultaten fiihrt,
die zum Teil ungenau sind.

Wir hatten das Integral
,— i

1 —int—kx) -
ﬂ% n—v an,
g

m i

in dem wir jetzt die Integration iber die reelle Achse er-
strecken. Xir reelles » ist (vgl. Gleichung 2 u. 7):

he= " p=p i

¢
Die Phase 1st stationar fiir

_ dk,

r=0, 6-20%_9
dn

t an
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oder o ¢

L | Q_—-U:O’ L
wo U die Gruppengeschwindigkeit bedeutet, die in Fig. 19 als
Funktion von » dargestellt ist. Im Gebiet anomaler Dispersion
geht diese Kurve unter 1 und selbst unter O herunter. Die
Punkte stationirer Phase ergeben sich als Schnittpunkte dieser
Kurve mit einer Parallelen zur reellen Achse im Abstand .
Man kénnte also Punkte stationirer Phase erhalten fiir Werte
von @ kleiner als 1 und selbst kleiner als Null. Die Inte-
gration in der Umgebung dieser Punkte wiirde ein von Null
verschiedenes Resultat ergeben, d. h. man fande Vorla.ufer, die
sich~ mit 'Uberhchtgeschwm&gkelt ausbreiteten, was unzu-
treffend ist.

- Zum SchluB mochte ich Hrn, Prof. Sommerfeld, dem
ich die Anregung zu dieser Arbeit und wertvolle Ratschlsige
verdanke, meinen verbindlichsten Dank aussprechen. Nicht
minder da,nke ich Hrn. J. Fischer fiir d1e sorgfiltige Uber-
setzung -meiner Arbeit.

(Eingegangen 23. Februar 1914.)




